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１ はじめに 
自然界に存在する一般的な媒質における，代表的

な材料定数である誘電率や透磁率は正の値をとる．

しかし，メタマテリアルの概念に基づいて人工的に

構成した媒質の中には，材料定数が負の値をとるも

のが存在する．すなわち，誘導性や容量性を持った

セルと呼ばれる微小な構造を物質の分子に見立て，

電磁波の波長に対して十分短い間隔で集積すること

で，材料定数が負となる媒質が構成できる．負の屈

折率を有する媒質が予見され[1]，負の材料定数を持

つ媒質がメタマテリアルの概念下で構成できること

が理論的に立証[2]されて以来，これまでにない特性

を持った様々なデバイス構築に向けた，メタマテリ

アルに関する基礎的あるいは応用的な研究が盛んに

行われはじめた．本研究では，メタマテリアルに平

面波照射した場合の S パラメータから，媒質の誘電

率や透磁率を簡便に推定する手法について検討する． 

２ 材料定数推定法 
メタマテリアルに平面波照射を行った場合に観測

された，複素反射係数(S11)及び複素透過係数(S21)か
ら解析的に材料定数を求める方法としては，これま

でに以下のような手法が示されている[3]． 
図１に示すようにメタマテリアルの単位セルを中

心に配置し，その両側に自由空間領域を設ける．な

お，図中に示されるような電界 E および磁界 H を持

つ平面波を入射波に用いた場合，解析モデルの上下

面に電気壁，左右面に磁気壁とする事で xy 面内にこ

の単位セルが周期的且つ無限に広がっていると想定

できる．ただし，k は平面波の進行方向を示す． 
S パラメータ（S11及び S21）を用いると，媒質の特

性インピーダンス Z 及び屈折率ｎは次式のように表

すことが出来る[3]．ただし，用いる S11 及び S21 は，

メタマテリアルの単位セル表面での値となるように

位相を補正している． 
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式(1)で求まった Z 及び n を用いると，代表的な

材料定数である誘電率 及び透磁率 は次式で求め

ることが出来る． 

00, nZ
Z
n      (2) 

ただし，式中の 0 及び 0 はそれぞれ真空の誘電率及

び透磁率である． 

３ 電磁界シミュレータによる特性解析 
図２に示す構造を周期配列することで，負屈折率

を示すことが Smith らによって既に実験的に確認さ

れており，その屈折率及び特性インピーダンスの分

散特性も図３の様になることが示されている[3]．そ

こで，この Smith らの結果を基準として，本論文で

提案する推定法の妥当性を確認する．  
次に，図１及び２に示されている構造の S パラメ
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z 
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ータを電磁界シミュレータで実際に計算し，式(1)を
計算機によって解いた結果を図４に示す．なお，電

磁界シミュレーションにはAnsoft社のHFSSを用い，

数値解析ツールには，MS-EXCEL を用いた．図４の

結果を見ると分かるように屈折率及び特性インピー

ダンスの分散特性は共に図３の Smith らの結果と異

なっていた． 
ここで，式(1)を数学的に解く際，多価関数である

複素平方根や複素逆余弦関数（cos-1x）の数値計算が

含まれ，複数の解の中からどの解を選ぶのかによっ

て求まる屈折率及び特性インピーダンスの値は大き

く異なってくる．一般的なプログラミング言語

FORTRAN や数値解析ツール内の組み込み関数では，

解の存在範囲に制約を加えて多価関数の計算を行い，

自動的に一つの解を選択する様になっている．この

解選択時に不適切な解をとると，最終的に得られる

結果には物理的な不合理が生じると考えられる．特

に，MS-EXCEL 内の組み込み関数では複素逆余弦関

数を計算する際に，解の実部は 0～πの範囲となる

ように制限されており，それに対応した虚部を出力

する．しかし，自然界において，この様な制限は存

在して居らず，媒質の屈折率の分散特性は発散点を

除けば連続的に変化し，その虚部は正の値をとると

思われる． 
これまでの研究では，複数ある多価関数の解を解

析的に求め，単位セルの構造に対する物理的な洞察

より，適切な解を選択して材料定数の推定を行って

きた．しかし，メタマテリアルの構成要素形状が複

雑になればなる程，これまでの知識や常識だけでは，

適切な解を見出すことが困難になってくる．そこで，

本研究では多価関数の複素計算過程にチャートを導

入し，複数ある解の中から適切な解を一意的に決定

する手法について検討する． 
3.1 屈折率チャート 

式(1)の屈折率 n を算出する際に現れる複素逆余弦

関数の複素引数を +j とし，その解を x+jy とおくと

次式を得る． 
jjyx 1cos    (3) 

ここで，三角関数の加法定理より次式を得る． 
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上式を連立させて解くと，以下のような x 及び y に

関する 2 つの方程式が得られる． 
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まず，式(5)中の を定数とした同方程式の曲線を

xy 平面上に描くと，図５中に実線で表す様な曲線群

が得られる．同様に，式(6)中の を定数として xy 平

面上に描くと図５中の破線で表される曲線群が得ら

れる．この２つの曲線群からなるチャートを屈折率

算出に用いる複素チャート（屈折率チャート）と呼

図３ Smith の論文における結果[3] 
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図４ 従来法によるシミュレーション結果 
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ぶ．２つの曲線群は または がある定数となる場所

を表しているので，これらを等高線のように扱い，

与えられた座標（ ， ）に点をプロットする．この

点の x 及び y 座標を読み取れば，複素引数 +j に対

する複素逆余弦関数の複素解が得られることになる．

描画例として，図５中には， =1.0 及び =0.5，すな

わち複素引数 1.0+j0.5 の座標を点 A としてプロット

している．この時の x 及び y 座標の値を読むと，x=2.5
及び y=0.7 となり，解は 2.5+j0.7 となる．尚，図６の

様に描画範囲を拡大すれば，多価関数の複数の解が

周期的に現れる． 
図６は，チャートの x 描画範囲を- ～2 まで拡げ

たものである．同図において，I, II, III 及び IV と記

した領域は，それぞれ，同じ 及び の組でプロット

が可能な領域で，多価関数における複数解は同じ番

号の領域内に１つずつの存在する．同図を見て分か

るように屈折率チャートでの解は，m を整数として，

原点及び点(x, y) = (±m  に対して点対称な座標

で，x 方向に周期的に存在している． 

次に，これらのチャートの特性を利用し，実際に

屈折率チャートの使用方法について説明する．例え

ば，屈折率チャート上に，観測周波数順にその時の

Ｓパラメータの値から式(1)で計算した，逆余弦関数

の引数を求め，座標(  の点をプロットしていく．

まず，初期値を第 1 象限の点 A に仮定し，出来るだ

けチャート上での点の軌跡が連続となるようにプロ

ットしていくと，図中の実線が示す様な行程を経て

点 B へと到達する．点 B の次の点をプロットする際，

そのまま，x が 以下の範囲で点を探索すると図中の

点 C へと点がジャンプする．この点を起点として，

やはり点の軌跡が連続となるようにプロットしてい

くと波線の軌跡を通って点 D に到達する．ここで，

点 B と C では軌跡に不連続が生じるが，このままで

は屈折率を算出した際に屈折率が急激に変化する周

波数が出現する．また，屈折率の虚部が負となるこ

とから，一般的な物理的に不合理である。そこで，

チャートをもう一度見直すと，先にも述べたように

複素解の存在領域は，点 (±m  に対して点対称と

なっている．従って，点 C から D の軌跡を点(+ , 0)
に対して点対称な位置へと移動する．すると，図中

の点 C’から D’の破線のようになり，点 B 及び C で

の軌跡移動の傾きは連続ではないが，値としては連

続となる．この様な操作を繰り返し行うことで，点

の軌跡は全て連続となり，結果適切な材料定数に到

達できる．ただ，初期値である点 A の決定方法に関

しては未だ曖昧さが残っている． 
ここで，図１及び２の構造に対して，電磁界シミ

ュレーションより解析的に求めたＳパラメータに屈

折率チャートを適用して屈折率の分散特性を求めた

結果を図７に示す．同図は，チャート適用前の図４

(a)とは異なり，図 1(a)の Smith の結果とよく一致し

ている． 

3.2 特性インピーダンスチャート 
屈折率と同様に，特性インピーダンスも複素計

算過程にチャートを用い，解を求める． 
先に述べたように特性インピーダンスは，式(1)で

表される．式(1)の複素平方根中の実部を a，虚部を b，
特性インピーダンスの実部を 及び虚部を と置くと

次式を得る． 
jjbaZ  (7) 

ただし，式(7)おいて，特性インピーダンスの実部は

正でなければ，物理的に不合理があるので，複素平

方根の実部 γ が正の場合は＋を，負の場合は－を選

ぶ[4]． 
次に式(7)の両辺を２乗して整理すると次式を得

る． 
 22a     

2b     
式(8)を連立させて解くと，以下のような 及び に関

する２つの関係式が得られる． 

2

22 baa   (9) 

2

22

2b
abab   (10) 

屈折率チャートの手法と同様に， 平面上に式(9)
における a及び式(10)における bを定数として曲線を

描くと，図８中に表されるような曲線群が得られる．

このチャートを特性インピーダンスに対する複素チ

ャート（特性インピーダンスチャート）と呼ぶ．こ

の２つの曲線を等高線のように扱って，与えられた

座標（a，b）をプロットする．この点の 及び 座標

(8) 

 

図６ 屈折率チャート適用例 
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を読み取れば， a+jb の複素平方根の解を得ることが

できる．ただし，図８中の２本の a=0 直線に囲まれ

た薄墨領域は，a 及び b が共に正の領域であり，外

側は a＜0，b>0 の領域である．描画例として，図８

中には，a=‐300 及び b=700 の座標を点 P 及び P’と
してプロットしている．この時の 及び 座標の値を

読むと， =15.1 及び =22.9 または-22.9 となる．この

ように，複素平方根は多価関数で解は複数存在し，

図８からもわかるように，軸対して軸対称な位置に

解を持ち，実際の材料定数の分散特性まで解析する

ことで，適切な材料定数を導く解の分布や規則性を

類推することができる． 
この特性インピーダンスチャートを，先のシミュ

レーション結果に適用することで得られた特性イン

ピーダンスを図９に示す．同図は，チャート適用前

の図４(b)とは異なり，Smith の論文による結果とよ

く一致していることが確認できる．ここで，求めた

屈折率及び特性インピーダンスを式(2)に代入し，材

料定数を求めると図１０のようになり，smith らの結

果とよく一致している． 

４ まとめ 
今回，S パラメータから材料定数を推定する際，

各チャートを用いることで，簡便に推定できる手法

について検討を行った．図７及び９からも分かるよ

うに，各チャートの妥当性が確認できた．しかし，

各チャートを描く際，初期値の設定方法に曖昧さが

残っているので，今後は，初期値設定方法について

検討を行っていく． 
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図１０ 材料定数 
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