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1 はじめに
次のようなフィードバックをもつ離散時間ガウス型通

信路を考える.

Yn = Sn + Zn, n = 1, 2, . . . ,

ただし Z = {Zn; n = 1, 2, . . .} は雑音を表す退化して
いない平均０のガウス過程、S = {Sn; n = 1, 2, . . .} と
Y = {Yn;n = 1, 2, . . .} はそれぞれ入力信号と出力信号
を表す確率過程である. 通信路は雑音のかからないフィー
ドバックをもつとする. したがって Sn は送信するメッ
セージと出力信号 Y1, . . . , Yn−1 の函数であるとして表さ
れる. レート R, 長さ n の符号語 xn(W,Y n−1), W ∈
{1, . . . , 2nR} と復号函数 gn : Rn → {1, 2, . . . , 2nR} に
対して、誤り確率は

Pe(n) = Pr{gn(Y n) 6= W ;Y n = xn(W,Y n−1) + Zn},

で定義される. ただし W は {1, 2, . . . , 2nR} 上の一様分
布で雑音 Zn = (Z1, Z2, . . . , Zn) とは独立である. 入力
信号には平均電力制限が課せられる. 即ち

1
n

n∑

i=1

E[S2
i ] ≤ P

である. またフィードバックは causal である. つまり
Si (i = 1, 2, . . . , n) は Z1, . . . , Zi−1 に従属している. 同
様にフィードバックがない場合は Si (i = 1, 2, . . . , n) は
Zn = (Z1, Z2, . . . , Zn) と独立である. フィードバックを
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もつ有限ブロック長容量は次のように定義される.

Cn,FB,Z(P ) = max
1
2n

log
|R(n)

X + R
(n)
Z |

|R(n)
Z |

,

ただし | · | は行列式を表し、最大値は

Tr[(I + B)R(n)
X (I + B)t + BR

(n)
Z Bt] ≤ nP

を満たす狭義下三角行列 B と非負対称行列 R
(n)
X につ

いてとる. 同様にフィードバックがないときには容量
Cn,Z(P ) は B = 0 としたときの最大値である. これら
の条件の下で Cover and Pombra [6] は次を得た.

Proposition 1 (Cover and Pombra [6]) 任意の ε >

0に対して各 n = 1, 2, . . .でブロック長 nで2n(Cn,F B,Z(P )−ε)

個の符号語が存在して n →∞ のとき Pe(n) → 0 とでき
る. 逆に任意の ε > 0とブロック長 nで 2n(Cn,F B,Z(P )+ε)

個の符号語からなる任意の符号の列に対しても Pe(n) →
0 (n →∞) が成り立たない. これはフィードバックをも
たない場合も成り立つ.

Cn,Z(P ) は正確に得られている.

Proposition 2 (Gallager [10])

Cn,Z(P ) =
1
2n

k∑

i=1

log
nP + r1 + · · ·+ rk

kri
,

ただし 0 < r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn は R
(n)
Z の固有値、

k(≤ n) は nP + r1 + r2 + · · ·+ rk > krk を満たす最大
整数である.

ところで Cn,FB,Z(P )は正確には得られていないので、
今まで多くの人々によって様々な形の上界が得られてい
る ([1],[2],[3], [4],[6],[8],[9],[14], [15],[17],[18],[19]). 以下
計算の都合上、対数は自然対数を用いることにする.

2 Question
Definition 1 任意の α, β ≥ 0(α + β = 1) と任意のガ
ウス雑音 Z1, Z2 に対して RZ̃ = αRZ1 + βRZ2 とおく.
このときガウス雑音 Z̃ をもつ通信路を混合型ガウス型
通信路という.

Question 1

Cn,FB,Z̃(P ) ≤ αCn,FB,Z1(P ) + βCn,FB,Z2(P )?
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今までは次の結果が得られている.

Theorem 1 (Yanagi-Chen-Yu [19])

Cn,Z̃(P ) ≤ αCn,Z1(P ) + βCn,Z2(P ).

Theorem 2 (Yanagi-Chen-Yu [19]) P = αP1+βP2

を満たす P1, P2 ≥ 0 が存在して

Cn,FB,Z̃(P ) ≤ αCn,FB,Z1(P1) + βCn,FB,Z2(P2).

が成り立つ.

Theorem 3 (Yanagi-Chen-Yu [19]) 次の (a) 又は
(b) の条件があれば Question 1 が成り立つ.

(a) RZ1 の n 行 n 列を除いた部分行列と RZ2 のそれ
が一致する.

(b) Z̃ がホワイト型である. 即ち RZ̃ が対角行列である.

3 Kim の結果
Definition 2 Z = {Zi; i = 1, 2, . . .}が first order mov-
ing average Gaussian channel であるとは次のような３
つの同値な条件をみたすことである.

(1) Zi = Ui + αUi−1, i = 1, 2, . . ., ただし |α| ≤ 1 で
Ui ∼ N(0, 1) は i.i.d. とする.

(2) Spectral density function (SDF) f(λ) は次で与え
られる.

f(λ) =
1
2π
|1 + αe−iλ|2 =

1
2π

(1 + α2 + 2α cos λ).

(3) Zn = (Zi, . . . , Zn) ∼ Nn(0,KZ), n ∈ N, ただし
covariance matrix KZ は次で与えられる.

KZ =




1 + α2 α 0 · · · 0
α 1 + α2 α · · · 0
0 α 1 + α2 · · · 0
...

...
...

... α

0 0 0 · · · 1 + α2




.

このとき Z の entropy rate は次のように計算される.

h(Z) =
1
4π

∫ π

−π

log{4π2ef(λ)}dλ

=
1
4π

∫ π

−π

log{2πe|1 + αe−iλ|2}dλ

=
1
2

log(2πe) if |α| ≤ 1

=
1
2

log(2πeα2) if |α| > 1.

ここで最後の計算は次の Poisson’s integral formula を
用いている.

1
2π

∫ π

−π

log |eiλ − α|dλ = 0 if |α| ≤ 1,

= log |α| if |α| > 1.

MA(1) Gaussian noise をもつ Gaussian channel の ca-
pacity は次で与えられている.

CFB,Z(P ) = lim
n→∞

Cn,FB,Z(P ).

最近 Kim は初めて feedback をもつ Gaussian channel
の capacity を求めた.

Theorem 4 (Kim [12])

CFB,Z(P ) = − log x0,

ただし x0 は次の４次方程式の正の唯一解である;

Px2 = (1− x2)(1− |α|x)2. (1)
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図 1: P = 1, α = 1/2 の場合の (1) 式の右辺と左辺の関
数のグラフ

4 Question 1 に関連する不等式
Z ∼ MA(1, p), Zi = Ui + pUi−1, 0 < p ≤ 1 かつ

W ∼ MA(1, q), Wi = Ui + qUi−1, 0 < q ≤ 1 とする.
このとき

RαZ+βW ≤ αRZ + βRW ≤ R√αZ+
√

βW

が成り立つ. なぜなら

αRZ + βRW = RαZ+βW + αβRZ−W

より
RαZ+βW ≤ αRZ + βRW .

また

αRZ + βRW +
√

αβ(RZW + RWZ) = R√αZ+
√

βW

が成り立つ. 一方 RZW +RWZ は次のような行列になる.



2 + 2pq p + q 0 · · · 0
p + q 2 + 2pq p + q · · · 0

0 p + q 2 + 2pq · · · 0
...

...
...

... p + q

0 0 0 · · · 2 + 2pq




.



この行列の固有値 ri は次のように表される.

ri = 2 + 2pq − 2(p + q) cos
iπ

n + 1
(i = 1, 2, . . . , n)

≥ 2 + 2pq − 2(p + q)

= 2(1− p)(1− q) ≥ 0.

したがって RZW + RWZ ≥ 0 となり

αRZ + βRW ≤ R√αZ+
√

βW

である. したがって次のことがわかる.

Proposition 3 RZ̃ = αRZ + βRW とする. このとき
次が成り立つ.

CFB,
√

αZ+
√

βW (P ) ≤ CFB,Z̃(P ) ≤ CFB,αZ+βW (P ).

V =
√

αZ +
√

βW とすると

Vi = (
√

α +
√

β)Ui + (
√

αp +
√

βq)Ui−1.

ここで

Yi = Ui +
√

αp +
√

βq√
α +

√
β

Ui−1

とおくと

Y =
√

αZ +
√

βW√
α +

√
β

∼ MA(1,

√
αp +

√
βq√

α +
√

β
)

である. このとき

Cn,FB,V (P )

= max{ 1
2n

log
|RS+V |
|RV | ;Tr[RS ] ≤ nP}

= max{ 1
2n

log
|RS+(

√
α+

√
β)Y |

|R(
√

α+
√

β)Y |
; Tr[RS ] ≤ nP}

= max{ 1
2n

log
|R S√

α+
√

β
+Y |

|RY | ;

Tr[R S√
α+
√

β
] ≤ nP

(
√

α +
√

β)2
}

= Cn,FB,Y (
P

(
√

α +
√

β)2
).

よって

CFB,V (P ) = CFB,Y (
P

(
√

α +
√

β)2
).

次に

f(t, P ) =
1
t
−

√
P√

1− t2

とおく. f(a, P ) = 1, f(b, P ) = 0 となる 0 < a < b < 1
が unique にとれる. また f(t, P ) は 0 < t < 1 で減
少関数であるが convex ではないことがわかる. このと
き Question 1 より弱い不等式が成り立つことが予想さ
れる.
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図 2: f(t, 1) の t の関数としてのグラフ

Question 2

CFB,
√

αZ+
√

βW (P ) ≤ αCFB,Z(P ) + βCFB,W (P )?

この論文では P, α, β の間にある関係があれば Question
2 が肯定的に成立することを証明する.

Theorem 5 P, α, β が

P ≥
√

αβ(
√

α−√β)√
α +

√
β − 1

{√
αβ(

√
α−√β)√

α +
√

β − 1
+ 2

}
(2)

を満たすならば任意の a ≤ x, y ≤ b に対して次が成り
立つ.

√
α√

α +
√

β
(
1
x
−

√
P√

1− x2
) +

√
β√

α +
√

β
(
1
y
−

√
P√

1− y2
)

≤ 1
xαyβ

−
√

P

(
√

α +
√

β)
√

1− (xαyβ)2
.

5 Theorem 5 の証明

g(t, P ) = t

(
1−

√
P√

t2 − 1

)
,

1
b
≤ t ≤ 1

a

とおく. ただし P > 0 に対して a, b は

1
a
−

√
P√

1− a2
= 1,

1
b
−

√
P√

1− b2
= 0

を満たすものとする. このとき 0 < a < b < 1 が成り立
つことがわかる.
ここで L =

√
(1− a)2(1− a2) + a2 とおくと

b =
a

L
, P =

L2

a2
− 1

となり b, P はいずれも a のみの関数として表現される.
このとき Theorem 5 に相当する次の Theorem を得る.
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図 3: g(t, 1) の t の関数としてのグラフ

Theorem 6 P, α, β が条件 (2) を満たすならば任意の
t, s (1/b ≤ t ≤ s ≤ 1/a) に対して次の不等式が成り立つ.

√
α√

α +
√

β
g(t, P ) +

√
β√

α +
√

β
g(s, P )

≤ g(tαsβ ,
P

(
√

α +
√

β)2
).

Theorem 6 の証明 g(t, P ) は t について concave
function であるので

sβ(tα − sα)
t− s

g(t,
P

(
√

α +
√

β)2
)

+
tα(tβ − sβ)

t− s
g(s,

P

(
√

α +
√

β)2
)

≤ g(tαsβ ,
P

(
√

α +
√

β)2
)

が成り立つ. したがって
√

α√
α +

√
β

g(t, P ) +
√

β√
α +

√
β

g(s, P ) (3)

≤ sβ(tα − sα)
t− s

g(t,
P

(
√

α +
√

β)2
)

+
tα(tβ − sβ)

t− s
g(s,

P

(
√

α +
√

β)2
)

を示せばよい. ここで 0 < x < 1 に対して

F (x) = (1− 1√
α +

√
β

)(
1
bx
− 1)− 1− xα

1− x
+

√
α√

α +
√

β

とおくと F
′
(x) < 0すなわち F (x)は xに関して減少関

数であることがわかる. この証明については Appendix
を見よ. また条件 (2)より

lim
x→1−0

F (x) = (1− 1√
α +

√
β

)(
1
b
−1)−α+

√
α√

α +
√

β
≥ 0

が成り立つので F (x) ≥ 0 が成立する. したがって x =
a/b とおくと

(1− 1√
α +

√
β

)(
1
a
− 1) ≥ 1− (a/b)α

1− a/b
−

√
α√

α +
√

β
.

ここで

max
1/b≤t≤s≤1/a

1− (t/s)α

1− t/s
=

1− (a/b)α

1− a/b

だから

(1− 1√
α +

√
β

)(
1
a
− 1) ≥ 1− (t/s)α

1− t/s
−

√
α√

α +
√

β
.

0 < s(1−
√

P√
s2−1

)− t(1−
√

P√
t2−1

) < 1 より

(1− 1√
α +

√
β

)(
1
a
− 1)

+
(

1− (t/s)α

1− t/s
−

√
α√

α +
√

β

)

(
t(1−

√
P√

t2 − 1
)− s(1−

√
P√

s2 − 1
)

)
≥ 0.

また 1
a −

√
P√

1−a2 = 1 より

(1− 1√
α +

√
β

)
√

P√
1− a2

+
(

1− (t/s)α

1− t/s
−

√
α√

α +
√

β

)

(
t(1−

√
P√

t2 − 1
)− s(1−

√
P√

s2 − 1
)

)
≥ 0.

さらに

0 <
(t/s)α − 1

t/s− 1
< 1

かつ √
P√

1− 1
t2

≥
√

P√
1− 1

s2

≥
√

P√
1− a2

より (
(t/s)α − 1

t/s− 1
−

√
α√

α +
√

β

)

(
t(1−

√
P√

t2 − 1
)− s(1−

√
P√

s2 − 1
)

)

+(1−
√

α√
α +

√
β

)





(t/s)α − 1
t/s− 1

√
P√

1− 1
t2

+
(

1− (t/s)α − 1
t/s− 1

) √
P√

1− 1
s2





≥ 0.



これを変形すると

sβ(tα − sα)
t− s

t

(
1−

√
P

(
√

α +
√

β)
√

t2 − 1

)

+
tα(tβ − sβ)

t− s
s

(
1−

√
P

(
√

α +
√

β)
√

s2 − 1

)

≥
√

α√
α +

√
β

t

(
1−

√
P√

t2 − 1

)

+
√

β√
α +

√
β

s

(
1−

√
P√

s2 − 1

)
.

すなわち　 (3) が成り立つ. q.e.d.

Corollary 1 α ≤ 1/2 又は P ≥ 3 のとき任意の
t, s (1/b ≤ t ≤ s ≤ 1/a) に対して次の不等式が成り立つ.

√
α√

α +
√

β
g(t, P ) +

√
β√

α +
√

β
g(s, P )

≤ g(tαsβ ,
P

(
√

α +
√

β)2
).

Corollary 1 の証明　 α ≤ 1
2 のときは明らか.

α > 1
2 のときは

Y =
√

αβ(
√

α−√β)√
α +

√
β − 1

とおくと 0 ≤ Y ≤ 1 となるので P ≥ Y (Y + 2) より
P ≥ 3 を得る.

q.e.d.

次の Question が成り立つかどうかが問題となる.

Question 3 任意の P, α, β と任意の t, s (1/b ≤ t, s ≤
1/a) に対して次の不等式が成り立つ.

√
α√

α +
√

β
g(t, P ) +

√
β√

α +
√

β
g(s, P )

≤ g(tαsβ ,
P

(
√

α +
√

β)2
)?

同じことではあるが任意の P, α, β と任意の x, y (a ≤
x, y ≤ b) に対して次の不等式が成り立つ.

√
α√

α +
√

β
f(x, P ) +

√
β√

α +
√

β
f(y, P )

≤ f(xαyβ ,
P

(
√

α +
√

β)2
)?

P, α, β が条件 (2) を満たさなくても Question が成り立
つ例がある.
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図 4: P = 0.01, α = 0.9 のときの右辺－左辺のグラフ

6 Appendix

F
′
(x) =

G(x)
bx2(1− x)2

,

ただし

G(x) = −(1− 1√
α +

√
β

)(1−x)2+b(αxα+1−x2+βxα+2).

ここで
lim

x→1−0
G(x) = b(α− 1 + β) = 0

である. また

G
′
(x) = 2(1− 1√

α +
√

β
)(1− x)

+ b(α(α + 1)xα − 2x + (1− α)(2 + α)xα+1)

となるので

lim
x→1−0

G
′
(x) = b(α(α + 1)− 2 + (1− α)(2 + α)) = 0

である. さらに

G
′′
(x) = −2(1− 1√

α +
√

β
)

+ b(α2(α + 1)xα−1 − 2 + (1− α2)(2 + α)xα)

となるので

lim
x→1−0

G
′′
(x)

= −2(1− 1√
α +

√
β

)

+b(α2(1 + α)− 2 + (1− α2)(2 + α))

= −2(1− 1√
α +

√
β

) + b(α− α2)

= −2(1− 1√
α +

√
β

) + bαβ

≤ 0.

また

G
′′
(0) = −2(1− 1√

α +
√

β
)− 2b < 0



であり

G
′′′

(x)

= −bα2(1− α2)xα−2 + bα(1− α2)(2 + α)xα−1

= bα(α + 2)(1− α2)xα−2(x− α

2 + α
).

したがって G
′′
(x) < 0. よって G

′
(x) は減少関数であ

る. limx→1−0 G
′
(x) = 0 より G

′
(x) > 0. したがって

G(x) は増加関数である. また limx→1−0 G(x) = 0 より
G(x) < 0 である. よって F

′
(x) < 0 である. ゆえに

F (x) は減少関数である.
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