
（477）－21一

Some　Generalized　Properties　of

　　　　　　　Preference　Relations

HASHIMOTO，　Hiroshi

Abstract

　By　using　Boolean　matdcos，　well一㎞own　prope而es　of　preference　relations　are　extended

and　the　necessary　conditions　fbr　the　properties　are　clarified．　In　particular，　properties　of

the　asymmetric　part　and　the　symmetric　part　of　a　relation　are　examined．　These　properties

are　related　to　quasi　transitivity．
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1　　1ntroduction

　　We　generalize　well一㎞own　prope質ies　of　preference　relations　and　cla曲the

necessary　conditions　for　the　propenies．　ln　particular，　properties　of　the　asymmet－

ric　part　and　the　symmetric　part　of　a　relation　are　examined．　These　properties　are

related　to　quasi　transitivity．　In　the　fbllowing，　binary　relations　are　represented　by

Boolean　matrices．

2　Definitions　and　results

Let　Rニレ。］，Sニ［s，、］，　and　T＝＝［tiノ］

We　define　operations　as　fbllows．

R＞S＝［ri、＞3。］＝［max（7，、，5。）］

　　R〈5「＝［rij〈3，ゴ］＝［min（rり，3り）］

R×Sニ［（r、1〈Slノ）〉…V（r、n〈5。ゴ）］

R＝［司二［1－riノ］

be　n×n　Boolean　matrices　over｛0，1｝．
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R’ニ［弓，］（廿ansp・se）

　We　denote　the　unit　matrix　by　1ニ［δ，ノ］（δ，ノis　the　Kronecker　delta），　the

zero　matrix　by　O，　and　the　universal　matrix，　in　which　all　elements　are　one，　by

　Proposition　1．　R＞R’VS＝」，　R〈R’〈S＝＝　O⇔1～〈Rt＝R’〈S

　Proof　The　Proof　is　immediate．□

　Proposition　2．　If、R＞R’＞S＝＝．ろ、R〈1～’〈S＝0，　then　（R〈1～’）×1～≦7’⇔R×7

≦R＞Sf

　Proof　Since　（Rf〈S）×R≦T’⇔R×T≦RVS’，　we　obtain　the　result　by

Proposition　1．口

　Proposition　3．　If　1～V1～’＞S＝ノl　R〈R「〈S「＝0，　then　R×（R〈R’）≦Tt⇔7▼×R

≦R＞5り

　Proof　The　proof　is　similar　to　that　of　Proposition　2．□

　Proposition　4．　If　R＞R’＞1＝」，　then　（R〈Rう×R≦R’⇔R×R≦R＞I

　Proof　This　proposition　fbllows　immediately丘om　Proposition　2．□

　Proposition　5．　If　R＞Rf＝．ろthen　（R〈R’）×R≦R’⇔R×R≦R

　Proof．　This　proposition　f（）110ws　immediately丘om　Proposition　4．□

　Proposition　6．　If　R＞R’＝」，　then　（R〈R’）×R≦R〈Rt⇔R×R≦R

　Proo£Since　R＞R’＝ノ⇔R’ニR〈R’，　we　have　the　result　by　Proposition　5．□

　Proposition　7．　（R〈R’）×R≦R〈R’⇔（R〈1～う×（R〈Rう≦1～〈R’，　（R〈Rウ×

（R〈1～’）≦R〈R’

　Proof　Since　R＝（R〈Rう〉（R〈R’），the　proof　is　immediate．□

　Proposition　8（Sen，1969；Sen，1970），R＞R’ニJ，　（R〈R’）×（R〈1～’）≦R〈1～’，

（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈1～’⇒R×R≦R

　Proof　This　proposition　fbllows　immediately丘om　Propositions　6　and　7．［コ

　Proposition　9．　R＞1～’V　I＝：＝ノ1　（R〈Rう×（R〈1～’〉≦R「⇒（R〈Rう×（R〈1～’）

≦R〈R’

　Proof．　SupPose　that　rik〈rki〈衡く取＝1．　Then’≠ノ．　It　will　be　shown　that
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恥く塩＝1．Assume，　by　way　of　contradiction，ア，ノ〈r」i＝＝O．

　Case　1．恥＝0．　Then弓F1．　Since乃，〈恥くri　k〈rk　i＝1，　we　have砺＝1，　which

is　a　contradiction．

　Case　2．　r」i　＝1，ん＝1．　Since砺くrjk〈乃，〈riノニ1，　we　have　rik＝1，　which　is　a

contradiction．□

　Proposition　10．　R　VR’＞1＝J，　（R〈R’）×（R〈R’）≦R’⇒（R〈Rう×（R〈1～’）

≦R〈R’

　Proof　The　proof　is　similar　to　that　of　Proposition　9．□

　Proposition　11．　（R〈R’）×（R〈R’）≦π｝⇔（R〈Rう×（R〈π’）≦π’

　Proof　（⇒）．　Suppose　that　rik〈rki〈rkノ〈取＝1．　It　will　be　shown　that珈＝0．

Assume，　by　way　of　contradiction，　rj　i＝1．

　Case　1．アリ＝0。　Since乃，〈riノ〈rik〈rki＝1，　we　have砺＝1，　which　is　a　contra－

diction．

　Case　2．　riノ＝1．　Since　rたノ〈取く砺くrり＝1，　we　have　rikニ1，　which　is　a　contra－

diction．

　Thus　we　have（R〈R’）×（R〈Rt）≦R’

　　（仁）．By　the　same　arguments　used　in（⇒），we　have（R〈R’）×（R〈R’）≦R’．口

　Proposition　12．　If　R　VR’＞1＝」，　then　the　fbllowing　are　equivalent

　　（1）　（R〈R’）×（R〈R’）≦R’

　　（2）　（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈R’

　　（3）　（R／＼Rう〉〈（R／＼R’）≦R／＼R’

　　Proof　This　proposition　fbllows　immediately　ffom　Propositions　9　and　10．口

　　Proposition　13（Somenschein，1965；Lorimer，1967；Sen，1970）．　If　R＞R’

VIニ．ろ　then　（R〈πう×（R〈R’）≦R〈R’⇔　（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈1～’

Proof．　This　proposition　follows　immediately　from　Proposition　12．口

　　Proposition　14．　R＞R’＞1ニ．ろ　（R〈1～’）×（R〈Rう≦R’⇒（R〈R’）×（R〈Rう

≦（R〈R’）＞1

　　Proof　Suppose　that　rik〈rki〈馬く取＝1．　It　will　be　shown　that（riゴ〈rji）〉



一
24－（480） 第50巻　第4号

δ，ゴ＝1．For　iニノ，　the　proof　is　trivial．　We　consider　the　case　i≠ノ．　Assume，　by

way　of　contradiction，　riノ〈ηFO．

　　Case　1．　riノ＝0．　Then乃，＝1．　Since珈くriノ〈r’k〈rk’＝1，　we　have　rkゴ＝1，　which

is　a　contradiction．

　　Case　2．乃，＝0。　Then　riノニ1．　Since恥く弓i〈伽〈rkj＝1，　we　have　rk　iニ1，　which

is　a　contradiction．□

　　Proposition　15．　R＞R’＝．ろ　（R〈Rう×（R〈1～’）≦1～’⇒　（R〈Rう×（R〈R’）＝

R〈R’

　　Proof　This　proposition　fbllows　immediately丘om　Proposition　14．口

　　Proposition　16　（Sen，　1969；　Sen，　1970）．1～＞1～’ニノ1　（R〈R’）×（R〈1～’）≦

R〈R’⇒（R〈R’）×（R〈R’）＝R〈R’

　　Proof．　This　proposition　fbllows　immediately　from　Proposition　15．口

　　Proposition　17．　R＞R’V　1＝。ろ　（R〈R’）×（R〈1～う≦1～’，　（R〈R’）×（R〈1～’）≦

R⇒R×1～≦R

　　Proof　Suppose　that　rik〈rkノ＝1．　It　will　be　shown　that　riノ＝1．　If’＝kor　k＝

ノ，then　riノ＝1．　We　consider　the　case　where’≠kand　k≠ノ．　Assume，　by　way

of　contradiction，　riノニ0．

　　Case　1．’≠ノ．　Thenη，＝1．

　　Subcase　1。1．　rki　＝・　O．　Since乃’〈ア’ノ〈r、　k〈rk、＝1，　we　have砺二1，　which　is　a

contradiction．

　　Subcase　1．2．取二〇．　Since砺くrjk〈乃，〈riノ＝1，　we　have　rik＝1，　which　is　a

contradiction．

　　Subcase　l．3．　rki＝1　and取二1，　Since　r、k〈rki〈rkゴ〈取＝1，　we　have殆∫＝1，

which　is　a　contradiction，

　　Case　2．’＝ノ．　Then　rik〈rki＝＝1，　rii＝O．　Since　（r、k〈アのく（rk’〈rik）＝1，　we

have　ri　i＝1，　which　is　a　contradiction．□

　　Proposition　18　（Sen，1969；Sen，1970；Roubens　and　Vincke，1985）．RVR’

＞1＝／，（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈R’，（R〈R’）×（R〈Rう≦R〈Rl⇒R×R≦R
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　Proof　This　proposition　fbllows　immediately　from　Proposition　17．口

　Proposition　19　（Sen，　1969；Sen，　1970）．1～＞1～’V　I＝＝1，　（R〈R’）×（R〈R’）

≦R〈π’，（R〈Rう×（R〈R’）≦R〈R’⇒（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈R「

　Proo£Since　R×R≦R⇒（R〈R’）×（R〈Rう≦R〈R’，　we　have　the　result　by

Proposition　l　8．口

　Proposition　20．　If　R＞StV　1＝Jand　T≦1～，　then　（S〈R’）×（S〈Rt）≦T’⇔

（s〈R’）×T≦R

　Proof　（⇒），　SupPose　that（sik〈γ∂〈砺＝1．　Then’≠ノ．　It　will　be　shown

that炉1．　Assume，　by　way　of　contradiction，炉0．　We　have　sj　i＝1。　Since　s」i

〈riノ〈sik〈rki＝1，　we　have　tkノ＝1，　which　is　a　contradiction，

　　（く＝）．Suppose　that　sik〈rki〈skノ〈取＝1．　It　will　be　shown　thatな＝0，　Assume，

by　way　of　contradiction，ちF1．　Since　skノ〈rjk〈な＝1，　we　have　rki＝1，　which　is

a　contradiction．□

　Proposition　21．　If　R＞S「V　1＝Jand　T≦R，　then　（3〈R’）×（S〈、～～’）≦T’⇔T

×（s〈R　’）≦R

　Proof　The　proof　is　similar　to　that　of　Proposition　20．口

　Proposition　22．　If　R＞Rt＞1＝」，　then　（R〈R’）×（R〈1～’〉≦1～’⇔（R〈R’）×1～

≦R

Proof．　This　proposition　follows　immediately　from　Proposition　20．口

　Proposition　23．　If　R＞R’V　Iニ．ろ　then　（R〈R’）×（R〈R’）≦R’⇔1～×（R〈Rう

≦R

　Proof　This　proposition　fbllows　immediately丘om　Proposition　21．口

　Proposition　24．　（S〈1～’）×5「≦R⇒（S〈1～’）×（S〈1～う≦1～〈5「’

　Proof　Suppose　that　sik〈rki〈skノ〈取二1．　It　will　be　shown　that　riノ〈酌，＝1．

Since　si　k〈rk　i〈skj＝1，　we　have砺＝1．　Assume，　by　way　of　contradiction，卵二1．

Since　skゴ〈取くsji＝1，　we　have　rki＝1，　which　is　a　contradiction．□

　　Proposition　25．　S×（S〈Rう≦R⇒（S〈R’）×（S〈R’）≦R〈S’

　　Proof．　The　proof　is　similar　to　that　of　Proposition　24．□
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　　Proposition　26．　（R〈Rt）×R≦R⇒（R〈R－’）×（R〈】巨｝）≦R〈π’

　　Proo£This　proposition　fbllows　immediately丘om　Proposition　24．□

　　Proposition　27．　R×（R〈Rう≦R⇒（R〈Rt）×（R〈π｝）≦R〈R－’

　　Proof．　This　proposition　follows　immediately　ffom　Proposition　25．□

　　Proposition　28．　If　R＞R’V　I＝」，　then　the　following　are　equivalent．

　　（1）（R〈R’）×（R〈R’）≦R〈R’

　　（2）（R〈Rう×（R〈R’）≦R’

　　（3）　（R／＼Rう〉〈、R≦R

　　（4）R×（R／＼R’）≦R

　　Proof．　This　proposition　follows　immediately丘om　Propositions　22，23，26，

and　27．口

　　Proposition　29　（Sen，　1969）．　If　R＞R’V　1＝」，　then　（R〈R’）×（R〈πう≦

R〈R’⇔（R〈R’）×R≦R

　　Proo£This　proposition　fbllows　immediately　from　Proposition　28．□
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