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非対称性のもとでの推移関係

橋　本　　　寛

Hiroshi　Hashimoto

　Necessary　and　sufficient　conditions　for　a　given　binary　relation　to　be　irreflex－

ive　and　transitive　are　examined　under　asymmetry　by　using　Boolean　matrices

which　represent　binary　relations．　An　irreflexive　transitive　relation　is　also　called

astrict　partial　order　and　has　many　important　examples　in　areas　of　application．

Not　only　equivalent　conditions　on　irreflexive　transitive　relations　but　also　some

elementary　equivalent　conditions　on　arbitrary　binary　relations　are　presented　in

this　paper．　Some　already－known　properties　of　relational　matrices　are　some－

what　extended．　Furthermore，　a　few　basic　properties　of　a　asymmetric　part　of　a

relation　are　shown　by　using　a　unary　operation　on　Boolean　matrices．

1．はじめに

　　一般に，有限集合上の2項関係はプール行列によって表現できるので，与

えられた2項関係が非反射的推移関係となるための必要十分条件を，非対称

性の条件のもとでプール行列を用いて調べている。非反射的推移関係は狭義

の半順序（strict　partial　order）とも呼ばれ，具体例も多数存在し，応用上

重要である［3，7，9，18］。たとえば，よく知られているように，推移関

係の非対称部分（asymmetric　part）は非反射的推移関係となり［4，22］，

またScott　and　Suppesのsemiorderは非反射的推移関係の特別な場合となっ

ている［8，11，20］。

　　非反射的推移関係に関しては，これまでにも多くの同値条件が知られてお
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り，とくに非反射的推移性と非対称的推移性は同値である［2，8］。本論文

においては，非反射的推移関係に関する同値条件だけでなく，プール行列に

関して一般に成立するいくつかの基本的な同値条件を示すとともに，すでに

知られているプール行列に関する同値条件の一般化もおこなっている。さら

に関係の非対称部分に関する若干の初歩的性質も示している。

2．定義

　以下の議論において用いるプール行列に関する演算と記法は文献［14］な

どに従うものとするが，主要なものは次のとおりである。いまR＝［r、o’］，　S＝

［s胡を0，1の要素をもつn次プール行列とするとき

　　R’＝［rゴ』（転置）

　　R＝　匡ヲ］＝　［1－rガゴ］

　　△R＝R〈R1（非対称部分）

　　▽R＝R〈R’（対称部分）

　　R×S＝［（ri1〈s1ゴ）〉（ri2〈s2．i）V…〉（rin〈sηゴ）］

　　R°＝1＝［6i，・］（単位行列）

　　Rk＝Rh－1×R（k＝1，　2，…）

と定める。

　なお，R〈1＝0（0は零行列）なるプール行列Rは非反射的関係を表現し，

R〈1＝1なるRは反射的関係を表現する。▽R＝0であればRは非対称的関係を

表現し，▽R≦1なるRは反対称的関係を表現する。また，R2≦RなるRは推移

的関係を表現する。本論文においては，R，　S，　Tなどで0，1の要素をもつ

n次プール行列を表すものとし，それらの要素を恥，賜，島のように示すもの

とする。さらに，Eで全要素が1の行列を表す。
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3．結果

　非対称性に関する非反射的推移関係の同値条件を調べるために，まず非対

称性のもとで推移性と同値な条件を求める。次の性質は推移性のもとでの非

反射性に関するよく知られた同値条件を示している。

［性質1］［2，8，13，16，19］R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）▽R＝0

　（3）Rn＝0

［性質2］［13，16，22］次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）R＝△R

　（3）　R＝R〈1＝△R

［性質3］　▽R＝0のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）　R2≦R〈1

　（3）　R2≦△R

　（4）　R×（R〈1）≦R

　（5）　R×（R〈1）≦R〈1

　（6）　R×（R〈1）≦△R

　（7）　R×△R≦R

　（8）　R×△R≦R〈1

　（9）　R×△R≦△R

　（10）　（R〈1）×R≦R

　（11）　（R〈1）×R≦R〈1

　（12）　（R〈1）×R≦△R

　（13）　（R〈1）2≦R

　（14）　（R〈1）2≦R〈1
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（証明）

ある。

　この性質3の条件の中には互いに同値なものや，それ自身が▽R＝0の条件

を含むものがある。それらに関する性質を以下において調べる。

［性質4］　S≦Tのとき

　　R×S≦T⇔（R〈1）×S≦T

（証明）　（1）R×S≦Tのとき

　　　（R〈1）×S≦R×S≦T

　（2）　（R〈1）×S≦Tのとき

　S≦Tであるから

　　T≧（（R〈1）×S）＞S

　　　＝（（R〈1）×S）〉（1×S）

　　　≧（（R〈1）×S）〉（（R〈1）×S）

　　　＝（（R〈1）〉（R〈1））×S

　　　＝R×S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

（R〈1）2≦△R

（R〈1）×△R≦R

（R〈1）×△R≦R〈1

（R〈1）×△R≦△R

△R×R≦R

△R×R≦R〈1

△R×R≦△R

△R×（R〈1）≦R

△R×（R〈1）≦R〈1

△R×（R〈1）≦△R

（△R）2≦R

（△R）2≦R〈1

（△R）2≦△R

　性質2によって，▽R＝0のときR＝R〈1＝△Rであるから明らかで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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［性質5］　S≦Tのとき

　S×R≦T⇔Sx（R〈1）≦T

（証明）　（1）S×R≦Tのとき

　　S×（R〈1）≦S×R≦T

（2）S×（R〈1）≦Tのとき

S≦Tであるから

　　T≧（S×（R〈1））＞S

　　　＝（S×（R〈1））〉（S×1）

　　　≧（S×（R〈1））〉（S×（R〈1））

　　　＝S×（（R〈1）V（R〈1））

　　　＝S×R

［性質6］

（証明）

［性質7］

（証明）

［注意1］

　R×S≦S⇔（R〈1）×S≦S

性質4においてT＝Sとおけばよい。

　S×R≦S⇔S×（R〈1）≦S

性質5においてT＝Sとおけばよい。

　一般には，

　　　R×S≦S⇒S×R≦S

とはならない。

　いま，

とおけば，

であるが，
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（証明終）

（証明終）

（証明終）
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s×

であって，S×R≦Sとはならない。

［性質8］［16，17］　次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）　R×（R〈1）≦R

　（3）　（R〈1）×R≦R

　（4）　（R〈1）2≦R

（証明）　（1）⇔（2）性質7においてS＝Rとおけばよい。

　（1）⇔（3）性質6においてS＝Rとおけばよい。

　（2）⇔（4）性質4においてS＝R〈1，T＝Rとおけばよい。

［性質9］［14］次の条作は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R〈1

　（3）　R2≦△R

［性質10］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，▽R＝0

　（2）　R2≦R〈1

　（3）　R2≦△R

（証明）　性質1によって

　　R2≦R，▽R＝0⇔R2≦R，　R〈1＝0

であるから性質9による。

［性質11］　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1≦S

　（2）　R〈1≦S’

　（3）　R〈S≦R〈1

　（4）　R〈S’≦R〈1

（証明終）

（証明終）
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（証明）　（1）⇔（2）R〈1≦S⇔（R〈1）1≦Sノ

（R〈1）ノ＝R〈1であるから

　　　R〈1≦S⇔R〈1≦Sノ

　（1）⇒（3）R〈1≦SからS≦RVIとなるので

　　　R〈S≦R〈（R＞1）＝R〈1

　（3）⇒（1）R〈百≦R〈1からR〈S≦R〈1≦1となるのでR〈S〈1＝0となり，

R〈1≦Sとなる。

　（2）⇒（4）R〈1≦SノからS≦R＞1となるので

　　　R〈S！≦R〈（RVI）＝R〈1

　（4）⇒（2）R〈浮≦R〈1からR〈S≦R〈1≦1であるからR〈Sノ〈1＝0とな

り，R〈1≦Sノとなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R〈1≦Sと同値な条件としては，この性質11の条件以外にもいくつか

のほとんど自明な条件が知られている［15］。

［性質12］　R×S≦R〈T〈1⇔R×S≦R〈S’〈T〈1

（証明）　（1）R×S≦R〈T〈1のとき

　rih＝Skj＝1とおく。このときrfゴ＝tガゴ＝1，iキjとなる。もしs、・i＝1ならば，

恥くsゴf＝1であるからR〈T〈1の（i，i）要素が1となり矛盾する。したがっ

てsガ＝0となり，rゴゴ〈莇くt々〈砺二1となる。

　（2）R×S≦R〈Sノ〈T〈1のとき

　　R×S≦R〈亜くT〈1≦R〈T〈1　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質13］　S×R≦R〈T〈1⇔S×R≦R〈S1〈T〈1

（証明）　（1）S×R≦R〈T〈1のとき

　Sih＝r如＝1とおく。このときrゴゴ＝tfゴ＝1，iキjとなる。もしsガ＝1ならば，

sガ〈勘＝1であるからR〈T〈1の（j，j）要素が1となり矛盾する。したがっ

てsガ＝0となり，rガ〈蕩くtがく蕩＝1となる。

　（2）S×R≦R〈Sノ〈T〈1のとき

　　S×R≦R〈豆くT〈i≦R〈T〈1　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質14］　　R×S≦R〈1⇔R×S≦R〈Sノ〈1
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（証明）　性質12においてT＝Eとおけばよい。　　　　　　　　（証明終）

［性質15］　　SXR≦R〈1⇔S×R≦R〈豆くi

（証明）　性質13においてT＝Eとおけばよい。　　　　　　　　（証明終）

　いま性質14または性質15においてS＝Rとおけば

　　R2≦R〈1⇔R2≦R〈Rノ〈1

となる。ところで△R＝R〈Rfであり，また（△R）〈1＝0であって△R≦1とな

る。したがってR〈R〆〈1＝（△R）〈1＝△Rとなり，

　　　R2≦R〈1⇔R2≦△R

が得られるが，これは性質9の一部となっている。

［・1∠k質16］

（証明）

［性質17］

（証明）

［性質18］

（証明）

　（R〈1）×S≦R〈T〈1⇔（R〈1）×S≦R〈Sノ〈T〈1

性質12においてRをR〈1とおけばよい。　　　　　　（証明終）

　S×（R〈1）≦R〈T〈1⇔S×（R〈1）≦R〈S！〈T〈1

性質13においてRをR〈1とおけばよい。　　　　　　（証明終）

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈T〈1⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈豆くT〈1

性質16においてSをS〈1とおけば

　　（R〈1）×（S〈1）≦R〈T〈1

　　　⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈（S〈1）ノ〈T〈1

となる。ところで

　　R〈（S〈1）ノ〈T〈1

　＝R〈（S’＞1）〈T〈1

　＝R〈S！〈T〈1

であるから，

　　（R〈1）×（S〈1）≦R〈T〈1

　　　⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈S！〈T〈1

が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質19］　（S〈1）×（R〈1）≦R〈T〈1⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈亜くT〈1

（証明）　性質17においてSをS〈1とおけば

　　（S〈1）×（R〈1）≦R〈T〈1
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　　　⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈（S〈1）ノ〈T〈1

となる。ところで

　　R〈（S〈1）t〈T〈1

　＝R〈（Sノ＞1）〈T〈1

　＝R〈Sノ〈T〈1

であるから，

　　（S〈1）×（R〈1）≦R〈T〈1

　　　⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈S’〈T〈1

が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質20］　次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1

　（2）　（R〈1）×（S〈1）≦R〈S’〈1

　（3）　（R〈1）×S≦R〈1

　（4）　（R〈1）×S≦R〈S！〈1

（証明）　（1）⇔（2）性質18においてT＝Eとおけばよい。

　（1）⇔（3）性質7でSをR〈1，RをSとおけばよい。

　（2）⇒（4）rih〈砺くSk」　＝1とおく。

　（a）kキjのとき

　rik〈砺くs々ブ〈砺＝1となり，　rガブ〈莇く6i，一＝1となる。

　（b）k＝jのとき

　rピゴ〈砺くsガ＝1となる。もしsゴF1ならば，　rfブ〈δ毒くsガ〈（簸＝1となって

R〈s’〈1の（i，i）要素が1となるが，これは矛盾する。したがってsゴFoと

なり，r々〈砺く（㌦＝1となる。

　（4）⇒（2）　（R〈1）×S≦R〈Sノ〈1によって

　（R〈1）×（S〈1）≦（R〈1）×S≦R〈S〆〈1　　　　　　　　　（証明終）

［性質21］　次の条件は同値である。

　（1）　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1

　（2）　（S〈1）×（R〈1）≦R〈Sノ〈1
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　（3）　S×（R〈1）≦R〈1

　（4）　S×（R〈1）≦R〈S’〈1

（証明）　（1）⇔（2）性質19においてT＝Eとおけばよい。

　（1）⇔（3）性質6でRをS，SをR〈1とおけばよい。

　（2）⇒（4）Sik〈r々ゴ〈（場＝1とおく。

　（a）iキkのとき

　Sih〈（脇くrkJ〈（Sh．i＝1となり，　r，i、’〈砺く砺＝1となる。

　（b）i＝kのとき

　Sii〈rfゴ〈δδ＝1となる。もしs、ノi＝1ならば，　sゴ、〈（㌦〈rガゴ〈（㌦＝1となって

R〈S〆〈1の（j，j）要素が1となるが，これは矛盾する。したがってs．ii＝0と

なり，riJ〈蕩く6i．i＝1となる。

　（4）⇒（2）S×（R〈1）≦R〈Sノ〈1によって

　（S〈1）×（R〈1）≦S×（R〈1）≦R〈S’〈1

［性質22］　R〈1≦Sのとき次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1

　（2）　（R〈1）×（S〈1）≦R〈Sノ

　（3）　（R〈1）×S≦R〈Sノ

（証明）　（1）⇔（2）性質20（1）（2）によって

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈S’〈1

となる。ところで，性質11（1）（4）によって

　　　R〈1≦S⇔R〈S’≦R〈1

であるから

　　R〈S’〈1＝（R〈S’）〈（R〈1）＝R〈Sノ

となる。したがって

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈S’

が得られる。

　（2）⇔（3）性質20（2）（4）によって

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈S〆〈1⇔（R〈1）×S≦R〈S’〈1

（証明終）
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となる。ところで，性質11（1）（4）によって

　　　R〈1≦S⇔R〈S〆≦R〈1

であるから

　　R〈S’〈1＝（R〈Sノ）〈（R〈1）＝R〈Sノ

となる。したがって

　　（R〈1）×（S〈1）≦R〈S’⇔（R〈1）×S≦R〈S’

が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質22の条件（1）は性質20の同値な条件で置き換えることができる。

　なお，この性質22の（1）（3）に関しては，性質20（1）（4）によって

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1⇔（R〈1）×S≦R〈Sノ〈1

であるから，一般に

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1⇒（R〈1）×S≦R〈S1

となる。また，S〈1≦Sだから，性質22（1）（2）に関しても，一般に

　（R〈1）×（S〈1）≦R〈1⇒（R〈1）×（S〈1）≦R〈S’

が成立する。

［性質23］　S〈1≦R〈1のとき

　　R×（S〈1）≦R〈1⇔（R〈1）×（S〈1）≦R〈1

（証明）　性質4においてSをS〈1，TをR〈1と置けばよい。

［性質24］　R〈1≦Sのとき次の条件は同値である。

　（1）　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1

　（2）　（S〈1）×（R〈1）≦R〈Sノ

　（3）　S×（R〈1）≦R〈S’

（証明）　（1）⇔（2）性質21（1）（2）によって

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈Sノ〈1

となる。ところで，性質11（1）（4）によって

　　R〈1≦S⇔R〈Sノ≦R〈1

であるから，

　　R〈Sノ〈1＝（R〈Sノ）〈（R〈1）＝R〈Sノ

（証明終）
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となる。したがって

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈Sノ

が得られる。

　（2）⇔（3）性質21（2）（4）によって

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈S’〈1⇔S×（R〈1）≦R〈S〆〈1

となる。ところで，性質11（1）（4）によって

　　　R〈1≦S⇔R〈Sノ≦R〈1

であるから

　　R〈S’〈1＝（R〈Sノ）〈（R〈1）二R〈S！

となる。したがって

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈S’⇔S×（R〈1）≦R〈Sノ

が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質24の条件（1）は性質21の同値な条件で置き換えることができる。

　なお，性質22の場合と同様，この性質24の（1）（3）に関しては，性質21（1）（4）に

よって

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1⇔S×（R〈1）≦R〈S1〈1

であるから，一般に

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1⇒S×（R〈1）≦R〈S’

となる。また，S〈1≦Sだから，性質24（1）（2）に関しても，一般に

　（S〈1）×（R〈1）≦R〈1⇒（S〈1）×（R〈1）≦R〈S〆

が成立する。

［性質25］　S〈1≦R〈1のとき

（S〈1）×R≦R〈1⇔（S〈1）×（R〈1）≦R〈1

（証明）　性質5においてSをS〈1，TをR〈1とおけばよい。

［性質26］［16，17］次の条件は同値である。

（1）　（R〈1）2≦R〈1

（2）　R×（R〈1）≦R〈1

（3）　（R〈1）×R≦R〈1

（証明終）
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　（4）　（R〈1）2≦△R

　（5）　R×（R〈1）≦△R

　（6）　（R〈1）×R≦△R

（証明）　（1）⇔（2）性質6においてS＝R〈1とおけばよい。

　（1）⇔（3）性質7においてS＝R〈1とおけばよい。

　（1）⇔（4）性質22（1）（2）または性質24（1）（2）においてS＝Rとおけばよい。

　（4）⇔（5）性質24（2）（3）においてS＝Rとおけばよい。

　（4）⇔（6）性質22（2）（3）1こおいてS＝Rとおけばよい。　　　　　　（証明終）

　なお，すでに知られているように［16］，上の性質26の各条件は

　　　R2≦R，▽R≦1

と同値であり，したがってRは反対称的推移関係を表現する行列となる。

［性質27］　S≦R’のとき

　　　R×S≦T⇔R×S≦T〈1

（証明）　（1）R×S≦Tのとき

　rik＝1，　s如＝1とおく。このとき島＝1となる。いまi＝jとすれば，　rik＝

1，Ski＝1となり，　Ski＝1とS≦Rノによってrik＝0となる。しかし，これは

矛盾する。したがってiキ1となり，tガ」〈δδ＝1となる。

　（2）R×S≦T〈1のとき

　　　R×S≦T〈1≦T　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質28］　S≦R’のとき

　　　S×R≦T⇔S×R≦T〈1

（証明）　（1）S×R≦Tのとき

　Sik＝1，　r々ゴ＝1とおく。このときt，i、’＝1となる。いまi＝jとすれば，　Sih＝

1，r爾＝1となり，　Sih　＝1とS≦Rノによってrhi＝0となる。しかし，これは

矛盾する。したがってiキjとなり，場く傷＝1となる。

　（2）S×R≦T〈1のとき

　　　S×R≦T〈1≦T　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質29］　次の条件は同値である。
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　（1）　R×△R≦R

　（2）　R×△R≦R〈1

　（3）　（R〈1）×△R≦R

　（4）　（R〈1）×△R≦R〈1

　（証明）　（1）⇔（2）△R＝R〈Rt≦Rノであるから性質27においてS＝△R，　T＝：

Rとおけばよい。

　（1）⇔（3）△R＝R〈Rt≦Rであるから性質4においてS＝△R，　T＝Rとおけ

ばよい。

　（2）⇔（4）△R＝R〈R’≦R〈1であるから性質4においてS＝△R，T＝R〈1と

おけばよい。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質30］　R×△R≦△R⇔（R〈1）×△R≦△R

　（証明）　性質6においてS＝△Rとおけばよい。　　　　　　　（証明終）

　［注意2］　一般には，

　　　　（△R）2≦△R⇒R×△R≦△R

とはならない。

　　いま，

一
陥／

とおけば

AR－

［ili］

，・・，・一

［i｝i］×闇一［iil1…

となるが，
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一一
「iii］×幽一闇

であって，R×△R≦△Rとはならない。

［性質31］　次の条件は同値である。

　（1）　△R×R≦R

　（2）　△R×R≦R〈1

　（3）　△R×（R〈1）≦R

　（4）　△R×（R〈1）≦R〈1

（証明）（1）⇔（2）△R＝R〈Rノ≦Rtであるから，性質28においてS＝△R，　T＝

Rとおけばよい。

　（1）⇔（3）△R＝R〈R’≦Rであるから，性質5においてS＝△R，T＝Rとおけ

ばよい。

　（2）⇔（4）△R＝R〈R’≦R〈1であるから，性質5においてS＝△R，T＝R〈

1とおけばよい。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意3］　　一般には，

　　　R×△R≦R⇒△R×R≦R

とはならない。

　いま，

とおけば

／翻
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RxAR－

［12，i／×／iil1－1翻一

となるが，

であって，△R×R≦Rとはならない。

［性質32］　　△R×R≦△R⇔△R×（R〈1）≦△R

（証明）　性質7においてS＝△Rとおけばよい。

［注意4］　　一般には，

　　　R×△R≦△R⇒△R×R≦△R

とはならない。

　いま，

とおけば

・R－

／！i／

となるが，

ARxR－

（証明終）
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であって，△R×R≦△Rとはならない。

［性質33］　S〈S！＝0のとき

　　　S2≦T⇔S2≦T〈1

（証明）　S〈S’＝0⇔S≦Sノ

であるから性質28においてR＝Sとおけばよい。

［性質34］　（△R）2≦R⇔（△R）2≦R〈1

（証明）　（△R）〈（△R）ノ＝R〈R！〈R1〈R＝0

であるから性質33においてS＝△R，T＝Rとおけばよい。

［性質35］　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（証明）

　　R2≦R，

であるから，

［注意5］

R2≦R，　R〈1＝0

（R〈D2≦R〈1，▽R＝O

R×△R≦R，▽R＝0

△R×R≦R，▽R＝0

（△R）2≦R，▽R＝O

R×△R≦△R，▽R＝0

△R×R≦△R，▽R＝0

（△R）2≦△R，▽R＝0

　　性質1によって

　　　R〈1＝0⇔R2≦R，

　　　性質3による。

　　　一般には，

（△R）2≦R⇒△R×R≦R

とはならない。

　いま，

R・＝

［ma／

とおけば

▽R＝0

（97）－17一

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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吋iil／

（AR）・…

「翻X騰／－［ili1訳

となるが，

AR×R－
「糊×／艦1－「糊

であって，△R×R≦Rとはならない。

［性質36］［16］　（R〈1）2≦R〈1のとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）　R〈1＝0

　（3）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rノ

　（4）　R2≦R1

　（5）　ある1（1＝0，　1，2，…）に対してRi≦Rt

　（6）Rn＝0

　なお，上の性質36の条件（3）と（6）は一般に同値である。すなわち，

　すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rノ⇔Rn二〇

となる。これは次のようにしてわかる。すでに，

　　Rn＝0⇔1＞R＞…＞Rn　i≦R〆

となることが知られている［16］。したがって，すべての1（1＝0，1，2，

…）に対してRt≦R’であれば，1＞R＞…VRn－1≦Rtとなり，　Rn＝0となる。

また，逆にRn＝0であれば，1＞RV…＞Rn－1≦R’となり，かつRn＝Rn＋1＝…＝

0であるから，1＞R＞R2＞…≦Rtとなり，すべての1（1＝0，1，2…）に対

してRi≦Rノとなる。
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［性質37］　（R〈1）2≦R〈1のとき，すべての1（1＝0，1，2，…）に対し

て，

　　　　▽R＝0⇔Ri≦Rノ

（証明）　（1）▽R＝0のとき

　性質36（1）（3）によってR≦R’となる。

　（2）Ri≦Rノのとき

　性質36（5）（1）によって▽R＝0となる。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質38］　（△R）2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rノ

　（3）　R3≦Rノ

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦Rt

　（5）Rn＝0

（証明）　（1）⇒（2）▽R＝0のとき性質2によって△R＝Rとなるので（△R）2≦

RからR2≦Rとなる。また▽R＝0からR〈R’＝oとなり，したがってR≦R’と

なる。R≦マおよびR2≦Rによって，1≧1のときR≦…≦R≦R’となる。また

▽R＝0からR〈1＝0となり，1≦Rとなる。したがって1≦RノであるからR°＝

1≦Rtとなる。

　（2）⇒（3）明らかである。

　（3）⇒（4）明らかである。

　（4）⇒（1）　もしrfゴ〈rゴF　1とすれば，　rl？＝1となり，　r禦＝1となる。した

がってr呂」＋1＞≧r禦く恥＝1となり，rlう1＋1）＝1となる。一方，このときR21＋1≦

百から恥＝0となり，これは矛盾する。よってR〈R’＝0となる。

　（1）⇒（5）▽R＝0のとき△R＝Rであるから（△R）2≦RよりR2≦Rとなる。し

たがって性質1からRn＝0となる。

　（5）⇒（1）Rn＝0のときR2n＝0となる。もしrfゴ〈rガ＝1とおけばr2＝1と

なり，rlグ＝1となる。これは矛盾する。したがってR〈Rf＝0となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　上記の（4）⇒（1）の証明から明らかなように，一般に

　　　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦π⇒▽R＝0

となる［14］。したがって，言い換えれば，すべての1（1＝0，1，2，…）

に対して，

　　　　　R21＋1≦R！⇒▽R＝0

となる。

　［性質39］　（△R）2≦Rのとき，すべての1（1＝0，1，2，…）に対して，

　　　　　▽R＝0⇔R2z＋1≦Rノ

　（証明）　（1）▽R＝0のとき

　性質38（1）（2）によってR2乙＋1≦R’となる。

　（2）R2L＋1≦Rtのとき

　性質38（4）（1）によって▽R＝0となる。　　　　　　　　　　　（証明終）

　［注意6］　一般には，

　　　　（△R）2≦R，R2≦Rt⇒▽R＝0

とはならない。

　いま，

　　　R－〔ll）

とおけば，

　　　△R＝0

　　　　（△R）2＝0≦R

　　　R2－〔21）×〔ll〕一〔謝

　　　π一〔ll〕

　　　▽R＝R

となり，（△R）2≦R，R2≦Rtであるが，▽R＝Oとはならない。

［性質40］　次の条件は同値である。
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　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

（2）（△R）2≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

　（3）　（△R）2≦R，R3≦R！

　（4）　（△R）2≦R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2L＋1≦R！

　（5）　（△R）2≦R，Rn＝0

（証明）　性質35によって

　　R2≦R，　R〈1＝0⇔（△R）2≦R，▽R＝0

であるから性質38による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質41］　R×△R≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R〆

　（3）　R3≦Rt

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦Rノ

　（5）Rn＝0

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦R×△R≦R

であるから性質38による。

［性質42］　R×△R≦Rのとき，すべての1（1＝0，

　　　　▽R＝0⇔R21＋1≦Rノ

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦R×△R≦R

であるから性質39による。

［注意7］　　一般には

　　R×△R≦R，R〈1＝0⇒▽R＝0

とはならない。

　いま，

　　　R－〔？1）

とおけば，

　　　△R＝0

　　　　　　（証明終）

1，2，…）に対して，

（証明終）
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　　　　R×△R＝0≦R

　　　　R〈1＝0

となるが，しかし▽R＝Rキ0である。

　［注意8］　一般には，

　　　　R×△R≦R，R2≦R’⇒▽R＝0

とはならない。

　いま，

　　　　R－〔ll）

とおけば，

　　　　△R＝O

　　　　R×△R＝O≦R

　　　　R2－〔掬×〔1討一闇

　　　セー〔川

　　　R2≦R’

となるが，▽R＝Rキ0である。

　［性質43］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝O

　（2）R×△R≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦i配

　（3）　R×△R≦R，R3≦Rノ

　（4）R×△R≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR2t＋1≦i配

　（5）　R×△R≦R，Rn＝0

　（証明）　性質35によって

　　R2≦R，　R〈1＝0⇔R×△R≦R，▽R＝0

であるから性質41による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質44］　△R×R≦Rのとき次の条件は同値である。
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　（1）▽R＝0

（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R1

　（3）　R3≦Rノ

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦Rノ

　（5）Rn＝0

（証明）　（△R）2　＝＝△R×△R≦△R×R≦R

であるから性質38による。

［性質45］　△R×R≦Rのとき，すべての1（1＝0，

　　　　▽R＝0⇔R21＋1≦Rノ

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦△R×R≦R

であるから性質39による。

［性質46］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）△R×R≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）

　（3）　△R×R≦R，R3≦R「

　（4）△R×R≦R，ある1（1＝0，1，2，…）

　（5）　△R×R≦R，Rn＝0

（証明）　性質35によって

　　R2≦R，　R〈1＝0⇔△R×R≦R，▽R＝0

であるから性質44による。

［性質47］　R×△R≦△Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R

　（3）　R3≦Rノ

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2t＋1≦R’

　（5）Rn＝0

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦R×△R≦△R≦R

であるから性質38による。

（103）－23一

　　　　　　　（証明終）

1，2，…）に対して，

（証明終）

に対してRt≦R’

に対してR2t＋1≦R’

（証明終）

（証明終）
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　［性質48］　R×△R≦△Rのとき，すべての1（1　＝＝0，1，2，…）に対して，

　　　　　▽R＝0⇔R21＋1≦R’

　（証明）　（△R）2＝△R×△R≦R×△R≦△R≦R

であるから性質39による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質49］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）R×△R≦△R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦i配

　（3）　R×△R≦△R，R3≦R！

　（4）R×△R≦△R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2L＋1≦π

　（5）　R×△R≦△R，Rn＝0

　（証明）　性質35によって

　　　R2≦R，　R〈1＝0⇔R×△R≦△R，▽R＝0

であるから性質47による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質50］　△R×R≦△Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦π

　（3）　R3≦R’

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦F

　（5）Rn＝0

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦△R×R≦△R≦R

であるから性質38による。

［性質51］　△R×R≦△Rのとき，すべての1（1＝0，

　　　　▽R＝0⇔R21＋1≦Rノ

（証明）　（△R）2＝△R×△R≦△R×R≦△R≦R

であるから性質39による。

［性質52］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）△R×R≦△R，すべての1（1＝0，1，2，

　　　　　　（証明終）

1，2，…）に対して，

（証明終）

…）に対してRi≦Rノ
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　（3）　△R×R≦△R，R3≦Rノ

　（4）△R×R≦△R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2t＋1≦R’

　（5）　△R×R≦△R，Rn＝0

（証明）　性質35によって

　　R2≦R，　R〈1＝0⇔△R×R≦△R，▽R＝0

であるから性質50による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質53］　（△R）2≦△Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rt

　（3）　R3≦Rノ

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2t＋1≦Rノ

　（5）Rn＝0

（証明）　（△R）2≦△R≦R

であるから性質38による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，（△R）2≦△RなるRで表現される関係はquasi－transitiveであるといわ

れる　［5，21，22］。

［性質54］　（△R）2≦△Rのとき，すべての1（1＝0，1，2，…）に対して，

　　　　▽R＝0⇔R2L＋1≦Rt

（証明）　（△R）2≦△R≦R

であるから性質39による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質55］　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）（△R）2≦△R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

　（3）　（△R）2≦△R，R3≦R！

　（4）　（△R）2≦△R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2t＋1≦R’

　（5）　（△R）2≦△R，Rn＝0

　（証明）　性質35によって

　　R2≦R，　R〈1＝0⇔（△R）2≦△R，▽R＝0
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であるから性質53による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　これまで考察した同値条件に含まれている関係行列の不等式の中には推移

性のもとで成立するものがある。これらに関するいくつかの性質を以下に示

す。

［性質56］［1，4，12］R2≦Rのとき

　（1）　R×△R≦△R

　（2）　△R×R≦△R

（証明）（1）rih〈rん」〈蘇＝1とおく。このときrih〈r々ゴ＝1からrfプ＝1とな

る。またrih＝1およびrゴ々＝0によってrゴf＝0となる。したがって恥く軍＝1

となる。

　（2）rik〈罵くr々プ＝1とおく。このときrih〈r々ゴ＝1からrが＝1となる。また

rk」＝1およびrhi＝0によってrガ＝0となる。したがって恥く藁＝1となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質57］　R2≦Rのとき

　（1）　（R〈1）×△R≦△R

　（2）　△R×（R〈1）≦△R

（証明）　（1）性質56（1）によって

　　　（R〈1）×△R≦R×△R≦△R

　（2）性質56（2）によって

　　　△RX（R〈1）≦△R×R≦△R

すでに性質30で示しているように，一般に

　　R×△R≦△R⇔（R〈1）×△R≦△R

となる。また同様に性質32で示しているように，一般に

　　△R×R≦△R⇔△R×（R〈1）≦△R

となる。したがって，

もできる。

［性質58］［1，　4，21］　R2≦R⇒（△R）2≦△R

（証明）　性質56（1）によって

（証明終）

これらのことと性質56によって上の性質57を示すこと
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　　（△R）2＝△R×△R≦R×△R≦△R　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R2≦Rのとき（▽R）2＝▽Rとなることも知られている［1，4，12，

21，22］。R2≦Rのとき（▽R）2≦▽Rとなることはよく知られているが，▽Rは

対称なので（▽R）2＝▽Rとなる。また，演算△および▽の逐次的適用などに関す

る性質についてはFishburn［10］によって調べられている。

［性質59］　（R〈1）2≦R〈1⇒（△R）2≦△R

（証明）　性質26（1）（4）によって

　　　　（R〈1）2≦R〈1⇔（R〈1）2≦△R

であり，また△R≦R〈1であるから，（R〈1）2≦R〈1のとき

　　　　　（△R）2≦（R〈1）2≦△R

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質60］　R×△R≦R⇒（△R）2≦△R

（証明）　rih〈蘇くr々ゴ〈双＝1とおく。このときrik〈rんブ〈r躍＝1であるか

らrゴ戸1となる。もしrブf＝1ならば，rゴf〈rih〈蘇＝1となり，r鈎＝1となる

が，これは矛盾する。したがって恥＝0となり，恥く写＝1となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質61］　　△R×R≦R⇒（△R）2≦△R

（証明）　rih〈琢くr々ゴ〈環＝1とおく。このときrik〈罵くrんゴ＝1であるか

らrfブ＝1となる。もしrガ＝1ならば，　r々ゴ〈r勲くrゴF　1となり，rhi＝1となる

が，これは矛盾する。したがって㌦＝0となり，砺く巧＝1となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質62］　（1）　R×△R≦R〈1⇒（△R）2≦△R

　（2）　（R〈1）×△R≦R⇒（△R）2≦△R

　（3）　（R〈1）×△R≦R〈1⇒（△R）2≦△R

（証明）　性質29および牲質60による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質63］　　（1）　△R×R≦R〈1⇒（△R）2≦△R

　（2）　△R×（R〈1）≦R⇒（△R）2≦△R

　（3）　△R×（R〈1）≦R〈1⇒（△R）2≦△R
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（証明）　性質31および性質61による。

［注意9］　一般には，

　　　（△R）2≦R⇒（△R）2≦△R

とはならない。

　いま，

とおけ1ま，

であるが，（△R）2≦△Rとはならない。

［性質64］［4，6，21］　R2≦Rのとき

　（1）　▽R×△R≦△R

　（2）　△R×▽R≦△R

（証明）　（1）性質56（1）によって

　　　▽R×△R≦R×△R≦△R

　（2）性質56（2）によって

　　　△R×▽R≦△R×R≦△R

（証明終）

（証明終）

4．まとめ

非反射的推移関係の同値条件として，非対称性を含む多数の同値条件を明

らかにするとともに，ほとんど自明であるが，関係の非対称部分に関して，
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一般に成立するいくつかの同値条件も示している。これらの条件を組み合わ

せることにより，非反射的推移性が様々な形の同値条件として表現できるこ

とがわかる。また，プール行列に関して一般に成立するいくつかの基本的な

同値条件も示している。これらの同値条件はほとんど明らかであるが，これ

らの特別な場合として若干の興味深い性質が導かれる。

　なお，非反射的推移関係に関しては，さらにべき零性のもとでの同値条件

や一般化された推移性のもとでの同値条件など，まだ多数の同値条件が存在

すると考えられる。また，非反射的推移関係と同様の考察を，反射的推移関

係についておこなえば，反射的推移関係に関しても類似の同値条件が得られ

るものと考えられる。これらの非反射的推移性および反射的推移性に関する

同値条件については次の機会に報告したい。
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