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反射的な連結的関係に関する若干の性質

橋　本 寛

1．はじめに

　反射的で連結的な2項関係について，プール行列を用いて考察をおこな

い，この関係の初等的な性質およびこれに関するいくつかの性質を明らか

にしている。すなわち，一般に2項関係は0，1の要素を持つプール行列

によって表現できるので｝1）プール行列に関する演算および記法を用いて，

その関係の性質を詳細に調べることができ，かつまたそれを適切に表現す

ることができる。とくに本論文では，与えられた関係が反射的な連結的関

係となるための必要十分条件，反射的でかつ連結的な条件のもとでの推移

関係に関する同値条件，また推移性に関する同値条件，さらには与えられ

た関係が連結的な反対称的推移関係となるための条件などを中心に示して

いる。もちろん，これらの関係の性質を対応するプール行列すなわち関係

行列の性質として表現しかつ考察をおこなっているわけである。

　反射的な連結的関係は種々の応用分野において出現し重要な役割を演じ

ている。とくに連結性はトーナメントや選好関係の議論において本質的な

ものであるも）・2）・12）関係の連結性に関しては，これまでにも伝統的な関係論理

学等において考察がおこなわれており，多数の基本的な性質が知られてい

るS3）・i4）・15）また，この連結性は推移性や反対称性と密接な関連をもっており，

連結性のもとでの推移性に関する興味深い性質はよく知られている乙）・’2）なお，

本論文では関係行列に関する推移性の特別な場合であるべき等性について
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もその若干の性質を示している。

2．定義

　関係を0，1の要素をもつプール行列によって表現する。プール行列に

関する演算や記法は文献（3）などに従うものとするが，主なものを示せば次

のとおりである。n次プール行列R＝［r司，　S＝［％］に対して

　　R＞S＝［rむ＞sが］＝［max（rが，　sが）］

　　R〈S＝［rがくsが］＝［min（rむ，　sが）］

　　R×S＝［（ril〈s1ゴ）V（ri2〈s2ゴ）〉…〉（rin〈snゴ）］

　　Re＋1＝Re×R（β＝1，2，…），　R1＝R

　　R1＝［rゴゴ］

　　R＝［r　　　Zj］＝［1－rが］

　　▽R＝R〈R’

と定める。また1＝［δ司で単位行列，0で零行列，Eで全要素が1の行列

を示す。

　なお，R＞R’＞1＝EなるRは連結的，1≦RなるRは反射的，▽R≦

1なるRは反対称的，R2≦RなるRは推移的といわれる8i）・ls）したがって反

射的な連結的関係はR＞R〆＞1＝Eかつ1≦Rなるプール行列Rで表現さ

れる。ところでR＞R’vI＝Eかつ1≦Rなる条件はR＞Rノ＝Eとして，

まとめて表わされるので，結局本論文ではこのRVR’＝EなるRについて

考察をおこなっていることになる。

3．結果

　まずR＞R’＝Eに関するいくつかの基本的な同値条件を示す。これらは

ほとんど自明であり，また一部はすでに知られている9）’6）’13）

［性質1］次の条件は同値である。
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（1）　R＞Rt＝E

（2）　R＞Rノ＝R

（3）すべての2（2＝1，2，…）に対してR＞R’≦Re

（4）　R’＞1≦R

（5）すべてのe（e＝1，2，…）に対してR’＞1≦Re

（6）Rノ≦R

（7）すべての2（e＝1，2，…）に対してRノ≦Re

（証明）（1＞⇒（2）R＞R’＝（R＞Rノ）〈E

　　　　　　　　　　＝（R＞R1）〈（R＞R〆）

　　　　　　　　　　＝R
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（2）⇒（3）一般に1≦RVπだから1≦RとなりR≦Reとなる。したがっ

てR＞R’＝R≦Re。

　（3）⇒（4）e＝1のときRVRノ≦R。また1≦R＞Rノであるから1≦R。

よって

　　　Rノ＞1≦R＞Rノ≦R

　（4）⇒（5）1≦RだからR≦R2。よって

　　　R’＞1≦R≦Re

　（5）⇒（6）君＝1のときR〆VI≦R。よって

　　　R’≦Rノ＞1≦R

（6）⇒（7）Rノ≦Rのとき1≦RであるからR≦Reとなり，R≦R≦Reと

なる。

　（7）⇒（1）2＝1のときR’≦R。したがって

　　　Rノ＞R’≦R＞Rl

　　　　E≦R＞Rノ

となり，R＞R’＝Eが得られる。

　上の性質の（4），（1）から

　　　R’＞1≦Rぐ＝⇒R＞Rノ＝E

（証明終）

となるが，一π＞1≦Rを歪7VI＝Rとすると次の性質が成立する。
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　［性質2］9）

　　Rノ＞1＝R〈＝＝⇒R＞R’＝E，▽R＝1

　［性質3］

　　R〈1＝R’〈＝⇒R＞Rノ＝E，▽R＝1

　（証明）性質2による。

　［性質4］

　（1）　（R〈1）＞Rノ＝R＞Rノ

　（2）　RV（Rノ〈1）＝R＞Rノ

　（証明）（1）（R〈1）＞Rノ＝（R〈了一）〉（R’〈1）＞Rt

　　　　　　　　　　　　＝（R〈1）〉（R〈1）＞Rノ

　　　　　　　　　　　　＝R＞Rノ

　（2）　（1）による。

　［性質5］次の条件は同値である。

　（1）　R＞Rノ＝E

　（2）　（R〈1）＞R’＝E

　（3）　R＞（R’〈1）＝E

　（証明）性質4による。

　［性質6］

　　　R＞Rノ＝Ee＝⇒R＝R＞Rt＝R＞R’＞1

　（証明）性質1によって

　　　R＞Rノ＝E＜＝⇒R＝R＞Rノ

ところで，一般に

　　　R＞R’＝RVR’＞1

であるから

　　　R＞Rノ＝Ee＝⇒R＝R＞R！＝R＞R1＞1

　［性質7］R＞R’＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）R2≦R

　（2）　R2≦R＞Rノ

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　（3）　R2≦R＞Rノ＞1

　（4）R2＝R

　（5）　R2＝R＞R’

　（6）　R2＝R＞Rノ＞1

　（証明）　R＞R’＝Eのとき性質6によって

　　　R＝R＞R〆＝R＞Rt＞1

となる。また一般に1≦Rのとき

　　　R2≦Rぐ＝⇒R2＝R

であるから（1）一（6）は同値である。

　［性質8］8）

　　（R〈1）2≦Rc＝⇒R2≦R

　［性質9］

　　R×（R〈1）≦RC＝⇒R2≦R

　（証明）（1）R×（R〈1）≦Rのとき

　　（R〈1）2≦R×（R〈1）≦R

したがって性質8によってR2≦R

　（2）R2≦Rのとき

　　　R×（R〈1）≦R2≦R

　［性質10］

　　（R〈1）×R≦R〈＝＝⇒R2≦R

　（証明）（1）（R〈1）×R≦Rのとき

　　（R〈1）2≦（R〈1）×R≦R

したがって性質8によってR2≦R

　（2）R2≦Rのとき

　　（R〈1）×R≦R2≦R

　［性質11］次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）2≦R

　（2）　R×（R〈1）≦R

（499）－73一

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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（3）　（R〈1）×R≦R

（4）R2≦R

（証明）性質8，性質9，性質10による。　　　　　　　　　（証明終）

なお，上の性質に関連して次の性質の成立することが知られている。

［性質12］5）・8）次の条件は同値である。

（1）　（R〈1）2≦R〈丁

（2）　R×（R〈1）≦R〈1

（3）　（R〈1）×R≦R〈丁

（4）　R2≦R，▽R≦1

　次の交換可能性に関する性質はほとんど明らかであり，またよく知られ

ていると思われるが，以下において使用するので，念のため証明を与える。

　［性質13］すべてのi，j（i＝1，2，…，2；j＝1，2，…，　m）に

対してR，×S」＝sゴ×R，のとき

　　（Rl＞R2＞…＞Re）×（S1＞S2＞…VSm）

　　　＝（Sl＞S2＞…＞Sm）×（R1＞R2＞…＞Re）

　（証明）　（R1＞R2V…＞R∂×（S、＞S2＞…＞Sm）

　　　　　＝Rl×S1＞R1×S2＞…＞Rl×Sm

　　　　　＞R2×S1＞R2×S2＞…＞R2×Sm

＞Re×Sl＞Re×S2V…＞Rg×Sm

＝S1×R1＞S2×Rl＞…＞Sm×Rl

＞S1×R2＞S2×R2＞…VSm×R2

VS1×Re＞S2×ReV…＞Sm×Re

＝S1×R1＞S1×R2＞…＞Sl×Re

＞S2×R1＞S2×R2＞…＞S2×Re
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　　　　＞Sm×RIVSm×R2＞…＞Sm×Re

　　　　＝（S1＞S2＞…＞Sm）×（R1＞R2＞…＞Re）

［性質14］S×R＝R×S，T×R＝R×Tのとき

　　（S＞T）×R＝R×（S＞T）

（証明）性質13による。

［性質15］

　（1＞R）×R＝R×（1＞R）

（証明）性質14による。

（501）－75一

（証明終）

（証明終）

（証明終）

この性質15に関連して，以下の等式の成立することも容易にわかる。

　（1＞R＞…＞Re）×R＝R×（1＞RV…VRe）

　　　　　　　　　　　　　　（2＝1，　2，　…　）

　　（IVRV…＞R2）×（1＞R＞…VRm）

　　　＝（1＞R＞…＞Rm）×（1＞R＞…＞Rつ

　　　　　　　　　　　　　　（m＝1，2，…）

　［性質16］

　　（1＞R）×（R〈了）＝（R〈1）×（1＞R）

　（証明）性質15によって

　　（1＞（R〈丁））×（R〈丁）＝（R〈了）×（1＞（R〈1））

したがって

　　　（1＞R）×（R〈丁）＝（R〈丁）×（1＞R）　　　　　　（証明終）

　［性質17］1≦Rのとき

　　　R×（R〈1）＝（R〈1）×R

　（証明）性質16による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［例1］

　　　R一圏

とおけば
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R〈丁一

　　　R×（R〈τ）一［川×［81］一［81］

　　　（R〈T）×R－「81］×H－［81］

であってR×（R〈1）＝（R〈丁）×Rとなる。

　しかし，．この等式は1≦Rでなければ成立するとは限らない。いま

　　　R－［11］

とおけば

R〈τ一 ［川

　　　（R〈丁）×R－8181－81≠R×（R〈丁）

となり，R×（R〈1）と（R〈丁）×Rとは等しくない。

［性質18］R＞Rノ＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

R×（R〈丁）一
［8i

　　　　　　　［

］×［86

］×［

］一

］

（R〈1）2≦R＞Rノ＞I

R×（R〈1）≦RVRノ＞1

（R〈1）×R≦R＞π＞I

R2＝R

［88

［

］

］

　（証明）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質18に関連して次の性質が知られている。とくに，上の性質の（1），

（4）は次の性質の（3），（4），（5）の特別な場合となっている。

　［性質19］6）・1°）R＞R’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）ある2（2＝1，2，…）に対して（R〈丁）3e－1≦R

　（2）すべてのe（2＝1，2，…）に対して（R〈丁）3e－1≦R
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（3）ある2（e＝1，2，…）に対して（R〈1）3e’1≦R＞Rノ＞1

（4）すべての4（2＝1，2，…）に対して（R〈1）3e”1≦R＞Rノ＞1

（5）R2＝R

　［性質20］R〈1≦Sのとき

　　　S2≦Rノ⇒R×S≦Rノ

　（証明）　rrsん声1とおき，　rゴi＝1となることを示す。

　（1）　i≠kのとき

　R〈1≦Sによってsih＝1。したがってS2≦R’によってrゴf＝1。

　（2）　i＝k，i≠jのとき

　rii＝sが＝1（i≠j）。いまrゴF1とすれば，　R〈1≦SからsブF　1

となり，S2≦R「によってr　ii＝1となる。しかし，これは矛盾する。した

がってrガ＝0すなわちrゴF1となる。

　（3）　i＝k，i＝jのとき

　rii　＝s　ii　＝＝1となり，　S2≦Rtによってr・ii＝1。しかし，これは矛盾す

る。したがって，この場合はありえない。　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R〈1≦Sのとき，　R×S≦Rノ⇒S2≦Rtとはいえない。いま

R一

とおけば

S掘1・R×S－「翻

であって，R〈丁≦SかっR×S≦R’となるがS2≦Rノとはならない。

　［性質21］

　　（R〈1）2≦R〆〈＝⇒R×（R〈1）≦Rノ
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（証明）（1）（R〈1）2≦Rtのとき

性質20においてS＝R〈1とおくことによりR×（R〈T）≦Rt。

（2）R×（R〈1）≦R’のとき

　　（R〈1）2≦R×（R〈1）≦Rノ

［性質22］R〈1≦Sのとき

　　S2≦Rノ⇒S×R≦R’

（証明）　s・ik＝r々ブ＝1とおき，一τガ＝1となることを示す。

（1）k≠jのとき

（証明終）

R〈1≦Sによってsk」、＝1。したがってS2≦R’によって〒山ブ、＝1

　（2）k＝j，i≠jのとき

　sが＝rガ＝1（i≠j）。いまrゴF1とすればR〈了≦SからsブF　1と

なり，S2≦R’によってrガ＝1となる。しかし，これは矛盾する。したが

ってrゴFOすなわちr　、・i＝1となる。

　（3）k＝」，i＝jのとき

　s　ii＝r・ii＝1。S2≦Rノによってr　ii＝1。しかし，これは矛盾するので，

この場合はありえない。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質23］

　　（R〈1）2≦R’〈＝＝〉（R〈丁）×R≦頁7

　（証明）（1）（R〈1）2≦R1のとき

性質22においてS＝R〈1とおくことにより（R〈丁）×R≦R・

（2）（R〈1）×R≦R’のとき

　　　（R〈1）2≦（R〈1）×R≦R’　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質24］

　　（R〈1）2≦R’〈・＝⇒R×（R〈L了冒）≦πRア＞1

（証明）（1）（R〈1）2≦R’のとき

性質21によってR×（R〈丁）≦頂7≦歪7VI。

（2）R×（R〈1）≦R〆＞1のとき

　r　ik＝r　h」＝1（i≠k，　k≠1）とおきrガ＝1となることを示す。
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　（a）　i≠jのとき

　R×（R〈1）≦R’＞1によってrブ乞＞6i，・＝1となり，いまi≠jだから

王ガ＝1となる。

　（b）　i＝」のとき

　r　ik＝rki＝1（i≠k）。いま，もしr　ii＝1とすればr　iiA　r・ik＝1によ

ってr・hi＞磁＝1となり，　i≠kだからr・hi＝1となる。しかし，これは矛

盾する。したがってr　ii　＝＝0すなわちr　ii＝1となる。　　　　　（証明終）

　［性質25］

　　（R〈1）2≦R’⇔＝⇒（R〈1）×R≦Rノ＞1

　（証明）（1）（R〈1）2≦R’のとき

　性質23によって（R〈1）×R≦R’≦Rt＞1

　（2）（R〈1）×R≦R〆＞1のとき

　r　ik＝r　h」＝1（i≠k，　k≠j）とおきrゴF　1となることを示す。

　（a）　i≠jのとき

　（R〈1）×R≦R’＞1によってrガ〉砺＝1となり，いまi≠jだから

rゴガ＝1となる。

　（b）　i＝jのとき

　r　ik　＝r　ki二1（i≠k）。いま，もしr　ii＝1とすればr　hi〈r・ii＝1によ

ってr、んV磁＝1となり，i≠kだからr　ih＝1となる。しかし，これは矛

盾する。したがってr、FOすなわちr・ii＝1となる。　　　　　（証明終）

　［性質26］

　　（R〈1）2≦R’e＝⇒R2≦R’＞1

　（証明）（1）（R〈1）2≦R’のとき

　r　ik＝r　k」＝1とおき，　rガ〉（Si、’＝1となることを示す。　i＝jのときは

明らかであるからi≠jとする。

　（a）　i≠k，k≠jのとき

　rガ＝1したがってrゴガ〉δ毎＝1。

　（b）　i＝kのとき
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　rii　＝rガ＝1。もしrゴF　1ならば，（R〈1）2≦R’によってrii＝0。

しかし，これは矛盾するのでrゴFOすなわちrゴゴ＝1となる。

　（c）k＝jのとき

　rむ＝rガ＝1。もしrガ＝1ならば，（R〈1）2≦R’によってrガ＝0。

しかし，これは矛盾するのでr」FOすなわちrブF1となる。

　（2）R2≦R’＞1のとき

　r　ik＝r・h」＝1（i≠k，　k≠j）とおき，　rゴF　1となることを示す。　i≠

．jのときはR2≦R’VIによってr」i＝1となるのでi＝jとする。このと

きr　ih＝r　hi＝1（i≠k）となる。もしr　ii＝1とすればr　ii〈r　ih＝1によ

ってr・hi＞6ih＝1となり，　i≠kだからr・ki＝1となる。しかし，これは矛

盾する。したがってr・ii＝0すなわちr　ii＝1となる。

　［性質27］次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）2≦Rノ

　（2）　R×（R〈1）≦R’

　（3）　（R〈1）×R≦Rt

　（4）　R×（R〈1）≦Rノ＞1

　（5）　（R〈1）・×R≦R1＞1

　（6）　R2≦R／VI

　（証明）

　なお，上の性質の（1）に関して，一般には

　　　（R〈1）2≦RIVI⇒（R〈1）2≦R’

とはならない。いま

　　　R－［ll］

（証明終）

性質21，性質23，性質24，性質25，性質26による。　（証明終）

とおけば，（R〈1）2≦R1＞1であるけれども（R〈1）2≦R「とはならない。

　次に示すように，上の性質27の各条件はR＞Rノ＝Eのもとでは，R2＝R

かつ▽R＝1と同値な条件となる。
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［性質28］7）R＞Rノ＝Eのとき，次の条件は同値である。

（1）　（R〈1）2≦Rノ

（2）　R×（R〈1）≦Rノ

（3）　（R〈1）×R≦R’

（4）　R×（R〈1）≦R’VI

（5）　（R〈1）×R≦Rt＞1

（6）　R2≦Rノ＞1

（7）　R2＝R，▽R＝1

　なお，上の性質28の（1）に関連して，次の命題

　　RVR！＝E，（R〈1）2≦Rノ＞1⇒▽R＝1

は，一般には成立しない。このことは

　　　R－［ll］

とおいてみればわかる。しかし，次の性質

　　RVRノ＝E，（R〈1）2≦Rノ＞1⇒R2＝R

は成立する。これは性質18（1），（4）の特別な場合となっている。

　［性質29］8）

　　R＞R〆＝E，R×（R〈1）≦Rノ〈一⇒R×（R〈1）＝Rf＝R〈1

　［性質30］8）

　　R＞R〆＝E，（R〈1）×R≦R’く＝⇒（R〈1）×R＝R’＝R〈1

　［性質31］R＞R’＝Eのとき

　　　R×（R〈1）≦Rノ〈一⇒R×（R〈1）＝Rノ

　（証明）（1）R×（R〈1）≦Rノのとき

　性質29によってR×（R〈1）＝R’。

　（2）R×（R〈1）＝Rtのとき

　明らかにR×（R〈1）≦R’。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質32］R＞Rノ＝Eのとき
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　　　（R〈1）×R≦R’c＝⇒（R〈1）×R＝R’

　（証明）性質17と性質31による。

　［性質33］R＞Rノ＝Eのとき

（1）　（R〈1）2≦Rノ＞1⇒（R〈1）2≦R

（2）　R×（R〈1）≦Rノ＞1⇒R×（R〈1）≦R

（3）　（R〈1）×R≦Rノ＞1⇒（R〈1）×R≦R

　（証明）（1）性質18の（1），（4）によってR2＝Rだから

　　　（R〈1）2≦R2＝R

（2）性質18の（2），（4）によってR2＝Rだから

　　　R×（R〈1）≦R2＝R

（3）性質18の（3），（4）によってR2＝Rだから

　　　（R〈1）×R≦R2＝R

　［性質34］

　　　R×S≦R〈1≦S⇒R×S≦R’
　（証明）

R〈1によってri、’＝1，　i≠j。

（証明終）

（証明終）

　　　　　r　ih＝s々プ＝1とおきrブ，＝0となることを示す。このときR×S≦

　　　　　　　　　　　　　　　いま，もしrヵ＝1とすればR〈1≦S

によってsブF1。したがってR×S≦R〈1によってR〈1の（i，　i）要

素は1となる。しかし，これは矛盾するので，rガ＝0でなければならない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［例2］

R－
［品］・s－［81］

とおく。このとき

R×s－
［品1×［81］一剛

R〈丁一
［81］
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R’一
［ll］

であって，R×S≦R〈1≦SでかっR×S≦R’となる。

　［性質35］

　（1）　（R〈1）2≦R〈1⇒R×（R〈1）≦Rt

　（2）　R×（R〈1）≦R〈1≒＞R×（R〈1）≦R’

　（証明）（1）r・ih＝r　h」＝1（k≠j）とおき，　rブ∫二〇となることを示す。も

しi＝jならば（R〈了）2≦R〈1によってR〈1の（i，i）要素は1とな

り，これは矛盾するので，i≠jとなる。いまrゴF　1とすれば，　r幻＝1

であること，および（R〈1）2≦R〈1によってr々F1，　k≠iとなる。

したがってr　ih＝1と（R〈一r）2≦R〈丁を用いてR〈1の（i，　i）要素が

1となるが，これは矛盾するので，rガ＝0となる。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上の性質35の（2）は性質34からも得られる。

　［性質36］

　　S×R≦R〈1≦S⇒S×R≦R1
　（証明）　s　ih＝r々ブ＝1とおきrガ＝Dとなることを示す。このときS×R≦

R〈丁によってrr1，　i≠j。いま，もしrゴF1とすればR〈1≦S

によってsゴF1。よってS×R≦R〈1からR〈1の（j

なるが，これは矛盾するので，rガ＝0となる。

　［性質37］

　（1）　（R〈1）2≦R〈1⇒（R〈1）×R≦R’

　（2）　（R〈1）×R≦R〈1⇒（R〈1）×R≦R’

　（証明）

，j）要素は1と

　　　（証明終）

　　　　　（1）r　ih＝r師＝1（i≠k）とおきrji＝0となることを示す。もし

i＝jならば（R〈丁）2≦R〈1によってR〈1の（i，i）要素は1となり，

これは矛盾するので，i≠jとなる。いまrゴf＝1とすれば，　r・ih＝・1であ

ること，および（R〈丁）2≦R〈丁によってr・th＝1，　j≠kとなる。した

がってr師＝1と（R〈丁）2≦R〈丁を用いてR〈1の（j，j）要素が1と
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なるが，これは矛盾するので，rブFOとなる。　　　　　　　　　1

（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上の性質37の（2）は性質36からも得られる。

　［性質38］4）

　R2≦R，▽R≦1⇒すべての2（e＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　Re≦R’＞1

　［性質39］

（1）（R〈1）2≦R〈1⇒すべての2（e＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　Re≦R’＞1

（2）R×（R〈1）≦R〈丁⇒すべての2（e＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　　Re≦R’＞1

（3）（R〈1）×R≦R〈丁⇒すべての2（2＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　　Re≦Rノ＞1

　（証明）性質12および性質38による。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質40］

（1）　（R〈1）2≦R〈τ⇒R2≦』π＞1

（2）　R×（R〈了）≦R〈了⇒R2≦πRア＞1

（3）　（R〈1）×R≦R〈了⇒R2≦π＞1

（証明）性質39による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質41］次の条件は同値である

（1）R×（R〈丁）＝R〈了＝π

（2）　（R〈1）×R＝R〈丁＝頁7

（3）　R＞R’＝E，R×（R〈丁）≦π＞1

（4）　RVR’＝E，（R〈丁）×R≦『π＞1

（5）　R＞R’＝E，▽R＝1，R2＝R

（証明）（1）←⇒（3）性質29と性質28による。

（2）〈＝⇒（4）性質30と性質28による。

（3）ぐ＝⇒（4）性質28による。
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　（4）c⇒（5）性質28による。

上記の性質41に関して，すでに性質3で示しているように

　　R〈1＝R’e＝⇒R＞Rノ＝E，▽R＝1

が成立する。また次の性質42，性質43で示すように

　　R×（R〈了）＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1

　　（R〈丁）×R＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1

が成立する。

　［性質42］

　　R×（R〈1）＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1

　（証明）

（証明終）

　　　　　性質12によってR2≦R，▽R≦1となるのでR≦R2を示す。す

なわちr躍＝1とおきr（珍＝1となることを示す。i＝jのときは明らかで

あるからi≠jとする。このときR×（R〈1）＝R〈1によってあるkに

対してr　ih＝r・kj＝1（k≠j）となる。したがってr　ii（2）＝1となる。こうし

てR2＝Rとなる。

　なお，上の性質42の逆は成立しない。すなわち，一般には

　　R2＝R，▽R≦1⇒R×（R〈1）＝R〈1

とはいえない。たとえば，いま

R－
［111

とおけば

R〈丁一
「ll］・▽R－［ll」≦I

R・一
［lll×［111－［811－R

R×（R〈1）一
［ll」×［81］一「18］

となり，R×（R〈1）とR〈1とは等しくない。

　しかし

（証明終）
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　　　R2＝R，▽R≦1⇒R×（R〈丁）≦R〈丁

は成立する。これは，すでに性質12で示しているように，一般に

　　　R2≦R，▽R≦1〈＝⇒R×（R〈了）≦R〈了瞥

となることから明らかである。また，あとの性質45で示すように

　　　R2≦R，▽R＝1⇒R×（R〈T）＝R〈i一

が成立する。

　［性質43］

　　（R〈1）×R＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1

　（証明）性質12によってR2≦R，▽R≦1となるので，　R≦R2を示す。

すなわちrが＝1とおきr（∂＝1となることを示す。i＝jのときは明らか

であるからi≠jとする。このとき（R〈丁）×R＝R〈了によってあるk

に対しr　ik＝r　hj＝1（i≠k）となる。したがってrが（2）＝1となる。こうし

てR2＝Rとなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質44］

　RVR〆＝E，　R2＝R，▽R＝・1ぐ＝⇒R×．（R〈丁）＝（R〈丁）×R

　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　＝R’＝R〈1

　（証明）性質41による。

　なお，上の性質に関して

　　R×（R〈1）＝（R〈1）×R＝π⇒R＞R’VI＝E

となるとは限らない。いま

（証明終）

R－

とおけば
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R×（R〈1）一

　　　　　　一瞼1

　　　　　　＝（R〈1）×R＝R1

であるが，しかしRVR’＞1＝Eとはならない。もちろんR＞R’＝Eとも

ならない。

　［性質45］

　　R2≦R，▽R＝1⇒R×（R〈1）＝（R〈1）×R＝R〈1

　（証明）性質12によってR×（R〈1）≦R〈1。また1≦RだからR×

（R〈了）≧R〈丁。したがってR×（R〈1）＝R〈1。また性質17によっ

てR×（R〈1）＝（R〈1）×Rとなるから

　　　R×（R〈丁）＝（R〈丁）×R＝R〈1　　　　　　　　（証明終）

　なお，R×（R〈τ）＝（R〈丁）×R＝R〈1のとき，性質42（または性質

43）によってR2＝Rかつ▽R≦1となる。しかし▽R＝1とはいえない。

例えば，いま

　　　R－［81］

とおけば，R×（R〈1）＝（R〈1）×R＝R〈1となるが，▽R＝1とは

ならない。

4．まとめ

　反射的な連結的関係の基本的な性質およびそれに付随する若干の性質を

明らかにした。また，推移性の特別な場合であるべき等性についてもいく

つかの結果を示すことができた。本論文で得られた関係の性質には，ほと
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んど自明のものも含まれているが，いくつかのものは従来一般には余り知

られていない性質のように思われる。関係の反射的な連結性は，よく知ら

れているように，いわゆる順序とくに全順序の議論においても重要である

ので，この連結性について考察をおこなうことは有意義であると考えられ

る。

　連結的関係は，本論文中においても明らかなように，推移関係と密接な

関連があり，ここで示された性質に関連する性質として，またはそれらの

性質の特別な場合として，推移性に関する多数の興味ある性質が得られる。

これらのいくつかの性質は反射的推移関係および非反射的推移関係に関す

る性質であるが，これらの性質については次の機会に報告することにした

い。さらに，今後の課題として，関係の一つの表現形式である有向グラフ

の理論においても連結性なるものが定義されているが；）・12）この連結性につい

て考察をおこなうことがある。この有向グラフの連結性の定義は2項関係

の連結性のそれとは多少異なっており，通常の2項関係の連結性は，有向

グラフに関する連結性の特別な場合と見ることができる。それゆえ，この

有向グラフの連結性のもとで，関係行列の性質を調べてみることも興味あ

ることであると考えられる。
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