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関係代数的証明

柏　木　芳　美

忍　はじめに

　［8］ではプール行列に関する色々な性質が成分を用いた証明ではなく

極力関係代数的に証明されている。一方，例えば［7］を見ると，ところ

どころプール行列の成分を用いた証明が散見される。この論文では，［7］

および［7］で引用されている性質のうち成分を用いた証明をほとんどす

べて関係代数的な証明に変える。キーポイントはSchr6der　equivalences

（命題1）である。尚，命題12を除き，命題自体には真新しいものはなく，

証明方法が異なっているだけである。

2　準備

　この論文では，プール代数｛0，1｝を成分とする同じ集合上のプール行

列を考える。従って，必ずしも有限とは限らない。以下，Q，R，Sはすべて

プール行列とする。

　［7］の記号をほとんどそのまま用いる。異なる記号は，積RS＝R×S

と転置行列Rt＝R1だけである。

　次の命題が重要な役割を果たす。証明は［8，Proposition　2。3。4］を参

照。

命題1（Schr6der　equivalences）QR≦SとQ噸≦RとISRt≦Qは同値。
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補題3のために次の命題が必要である。証明は［8，Corollary　2。3。5］

を参照。

命題2（Dedekind　formula）QR〈S≦（Q〈SRt）（R〈QtS）。

この論文で用いるその他の性質を補題としてまとめておく。

補題3次が成り立つ。

　（1）Q〈R≦SとQ≦R＞Sは同値。

　（2）RRt≦∫。

　（3）R≦1ならばRt＝R。特にP＝1。

　（4）（［8，Exercise　2．3。7］）R≦1ならばR2＝R。

　（5）R＞、Rt＝Eならば1≦R。

証明

　（1）Q〈R≦Sとすると

　　　　　　Q＝Q〈E＝Q〈（R＞R）＝（Q〈R）〉（Q〈R）≦RVS。

　　逆にQ≦R＞Sとすると

　　　　　　Q〈R≦（R＞s）〈R＝（R〈R）〉（s〈R）≦s。

　（2）盈＝Rなので択≦R。この関係式に命題1を適用すると

　　　　　　IR≦R〈一⇒RRt≦1。

　　RRt≦1のRにRを代入する。

　（3）命題2より

　　　　　　R＝R∫〈1≦（R〈∬り（1〈Rtl）≦ltRt．．（RI）t＝Rt。

　　この関係式の転置をとってRt≦R。よってRt＝：．1？。

　（4）R≦1よりR2≦R。一方，命題2と君＝1より

　　　　　　R＝1〈R＝∬〈R≦（1〈Rlt）（1〈君R）≦R2。

　（5）まず
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　　　　1＝1〈E＝1〈（R＞Rt）＝（1〈R）V（1〈Rt）。

（3）より1〈Rt＝（1〈Rt）t＝1〈（Rt）　t＝1〈R。よって1＝1〈R≦R。

ここに明示していない性質は［8］を参照。

3　結果

まず［7，性質8］すなわち［5，性質34］から始める。

命題4（R〈1）2≦RとR2≦Rは同値。

証明　R2≦Rとする。このとき，［5，性質34］の証明と全く同様に，（R〈

1）2≦R2≦R。

　次に逆を示す。［5］では成分を用いているが，ここでは関係代数的な証

明を与える。

　　（R〈1）2≦Rと仮定する。

　　　　R＝R〈E＝R〈（1＞1）＝（R〈1）V（R〈1）。

よって，

　　　　R2＝｛（R〈1）〉（R〈1）｝｛（R〈1）V（R〈1）｝

　　　　　＝（R〈1）（R〈1）V（R〈1）（R〈1）〉（R〈∬）（R〈1）〉（R〈

　　　　　　1）（R〈1）。

ここで，

　　　　（R〈∫）（R〈∫）≦刀ぞ＝R，

　　　　（R〈1）（R〈∫）≦刀ぞ＝R，

　　　　（R〈1）（R〈∫）≦R∫＝R，

　　　　（R〈Z）（R〈Z）≦R（仮定より）。

従って，R2≦R。
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　次に［7，性質12］について。これは［2，性質1］と［5，性質3と性質

5］である。［2，性質1］の証明は成分を用いている。［5，性質3と性質

5］は関係代数的に証明されているが，ここでは命題1と補題3（2）を用い

た別証を与える。

命題5次の条件は同値である。

　（1）（R〈1）2≦R〈1。

　（2）　R（R〈1）＝R／＼2「o

　（3）（R〈1）R≦R〈1。

　（4）　R2≦R，　▽R≦1。

証明　　［（1）⇔（2），（1）⇔（3）］R〈7≦Rより（2）＝⇒（1）と（3）一⇒（1）は明ら

か。（1）を仮定する。R・＝（R〈1）V（R〈1）より

　　1～（1～〈1）＝（1～〈1）（R〈1）v（R〈．τ）2≦1（1～〈7）〉（R〈7＝）＝R〈7，

　　（R〈1）R＝（1～〈1）（R〈．Z）v（R〈7）2≦（R〈Zi－）∫〉（R〈7）＝R〈7。

よって（2）と（3）が成り立つ。

［（2）一⇒（4）］命題1より

　　　　R（R〈1）≦R〈∫〈一⇒RtR〈1≦R〈1

　　　　　　　　　　　　　〈＝⇒Rt（RVI）≦R＞1

　　　　　　　　　　　　　ぐ＝⇒RtRVRt≦R＞∫。

よって，Rt≦R＞1。従って，

　　　▽R＝R〈－Rt≦R〈（－RVI）＝（R〈R）〉（R〈Z）＝R〈1≦∫。

また，－R＝（R〈1）〉（R〈7）なので

　　　　　　R2＝R（R〈1）＞R（R〈1）≦RI＞（R〈1）＝R。

［（4）＝⇒（1）］（R〈7）2≦R2≦Rなので（R〈7）2≦7を示せばよい。　R〈

Rt≦1より1≦R＞Rt。よって，　R〈1≦（R〈R）V（R〈Rt）＝R〈Rt。従

って，（R〈1）2≦（R〈Rt）（R〈π）≦R7評。よって，補題3（2）より（R〈

乃2≦1。これで証明が終わった。
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命題6R〈1≦SかつS2≦RtならばRS≦RtかつSR≦Rt。

証明　まず命題1より

　　　　RS≦Rt〈≒⇒RtSt≦R

　　　　　　　　e⇒（SR）t≦R

　　　　　　　　⇔SR≦Rt。

よって，R〈1≦SかつS2≦RtならばRS≦Rtとなることを示せばよい。

　　　　RS＝｛（R〈1）〉（R〈1）｝s＝（R〈1）s＞（R〈1）s

で（R〈1）　S≦S2≦Rtなので（R〈1）S≦Rtとなることを示せばよい。ここ

で

　　　　（R〈1）S＝（R〈∫）｛（S〈Z）V（S〈Z）｝

　　　　　　　　　＝（R〈∫）（S〈1）V（R〈∫）（S〈1）。

補題3（4）よりS〈」＝（S〈1）2≦S2≦Rtなので

　　　　（R〈∫）（s〈1）≦1（s〈1）＝s〈1≦Rt。

よって，（R〈乃（S〈1）≦Rtを示せばよい。S2≦Rtに命題1を適用すると

　　　　S2≦Rtぐ＝⇒StRt≦S

　　　　　　　e・⇒RS≦s，。

また，R〈1≦SよりS，≦RtVl。よって，　RS≦RtVl。従って，

　　　　（R〈1）（s〈∫）≦RS〈1

　　　　　　　　　　　≦（Rtv∫）〈∬

　　　　　　　　　　　≦（Rt〈1）〉（1〈1）

　　　　　　　　　　　≦P。

これで証明が終わった。

　［7，性質27］について。この性質の証明には［7］で性質20から性質26

まで用いられている。ここでは命題1を用いた簡潔な証明を与える。［7，
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性質27］とは少し順番を変えて，

命題7次の条件は同値である。

　（1）（R〈∬）2≦Rt。

　（2）R（R〈∫）≦Rt＞1。

　（3）（R〈∫）R≦Rtv∫。

　（4）　2で2≦Rt＞∫o

　（5）　R（1ぞく∫）≦Rto

　（6）　R（1～〈1）R≦Rt。

証明　　［（1）←⇒（2）←⇒（3）］命題1より

　　　（R〈1）2≦Rt〈一⇒（R〈P）Rt≦R〈T⇔Rt（R〈［7”）t≦R〈7。

ここで，（R〈1）tRt＝｛R（R〈1）｝t，　R〈7＝R＞∫。よって，

　　　　　（R〈1）tRt≦R〈1〈⇒｛R（R〈1）｝t≦RVI

　　　　　　　　　　　　　　　〈一⇒R（R〈∫）≦RtVl。

これで（1）と（2）の同値性が示された。同様に，

　　　　Rt（R〈∫）t≦R〈1〈一⇒（R〈1）R≦】醒＞1。

よって（1）と（3）も同値である。

［（4）c⇒（5）⇔（6）］命題1より

　　　　R2≦R渉＞1⇔Rt（Rt〈∫）≦Re＝⇒（Rt〈1）Rt≦R。

また，

　　　　Rt（Rt〈1）≦R〈≒⇒（R〈1）R≦π

　　　　（Rt〈1）Rt≦R⇔R（R〈7）≦π。

［（5）一⇒（2）］明らか。

［（1），（2），（3）一⇒（4）］R＝（R〈7）〉（R〈1）なので

　　　　R2＝｛（R〈1）〉（R〈1）｝｛（R〈7）V（R〈1）｝

　　　　　＝（R〈1）2V（R〈1）（R〈1）V（R〈1）（R〈7）〉（R〈1）2。

ここで，（1），（2），（3）より
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　　　　（R〈1）2≦Rt，

　　　　（R〈1）（R〈1）≦（R〈1）R≦RtVl，

　　　　（R〈1）（R〈1）≦R（R〈1）≦Rt＞1，

　　　　（R〈1）2≦12＝1。

従ってR2≦Rt＞1。

（265）－107一

［7，性質28］について。これを示す前に

補題8（［1，性質10］）▽R≦1とR≦RtVIは同値。

証明　補題3（1）より明らか。

命題9R＞Rt＝Eのとき命題7の各条件は

　（7）R2＝Rカ》つ▽R＝1

と同値。

証明　（7）←⇒命題7（4）を示す。R2＝Rかつ▽R＝1とすると上の補題より

R2＝R≦RtVI。次にR＞Rt＝EとR2≦RtVIを仮定する。R＞Rt＝Eよ

りRt≦R。また，補題3（5）より1≦R。よって，　R2≦RVI≦R。1≦Rより

R≦R2。従って，　R2＝R。よってR＝R2≦RtVIなので上の補題より

▽R≦1。また1≦Rの転置をとって1≦Rt。よって，1≦▽R。従って，▽R＝

1。

　［7，性質29と性質30］について。これらは［5，性質20と性質21］で，

証明は成分を用いている。ここでは命題9を用いる。

命題働　（1）R＞Rt＝EかっR（R〈1）≦RtとR（R〈1）＝Rt＝R〈1は

同値である。

　（2）R＞Rt・Eかっ（R〈1）R≦Rtと（R〈乃R＝Rt＝R〈1は同値であ
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る。

証明　（1）［R（R〈7）＝Rt＝R〈7＝⇒R＞Rt＝＝Eかつ（R〈7）≦π］こ

れは［5，性質20］の証明と同様に，

　　　　E＝RtVRt＝（R〈1）VRt≦RVRt≦E。

［RVRt＝EかつR（R〈7）≦7評⇒R（R〈7）＝・7評＝R〈7］RVRt＝

EよりRt≦Rかつ1≦R。よって，　RtVI≦R。また命題9よりR＝R2≦

－RtVl。よって，　R＝RtVl。ここで，

　　　　R＝RtVI¢＝⇒Rt＝RVI

　　　　　　　　　e＝⇒Rt＝R〈1。

また，

　　　　Rt＝＝R〈∫＝1（R〈1）≦R（R〈1）。

（2）（1）の証明とほとんど同様。

注意11上の（1）の［RVRt＝EかつR（R〈7）≦Rt・・⇒R（R〈7）＝Rt＝

R〈7］の証明で，命題9と［7，性質2］（［6，性質14］）を用いてR＝7評

＞1を示してもよい。

　［7，性質34と性質36］について。これらの性質は少し一般化された形で

言える。

命題12次が成り立つ。

　（1）RS≦S〈1ならばRS≦Rt。特に，　RS≦R〈1≦SならばRS≦Rt。

　（2）SR≦S〈1ならばSR≦Rt。特に，　SR≦R〈1≦SならばSR≦Rt。

証明　（1）命題1より

　　　RS≦1⇔Rtl≦s

　　　　　　　⇔Rt≦s
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　　　　　　　〈＝⇒s≦Rt。

よって，RS≦S≦P。

（2）（1）の証明と同様。

［7，性質35と性質37］について。順番を入れ換えて

命題13（1）R（R〈ア）≦R〈7ならばR（R〈7）≦Rt。

　（2）（R〈1）2≦R〈1ならばR（R〈7）≦P。

　（3）（R〈1）R≦R〈1ならば（R〈7）R≦7評。

　（4）（R〈1）2≦R〈1ならば（R〈7）R≦7評。

証明　命題1より

　　　　R（R〈1）≦Rt〈＝⇒Rt（R〈7）t≦R

　　　　　　　　　　　⇔｛（R〈7）R｝t≦77

　　　　　　　　　　　⇔（R〈1）R≦Rt。

よって（1）と（2）を示せば（3）と（4）は言える。

（1）命題12でS＝R〈7とすればよい。

（2）命題5より（R〈T）2≦R〈7とR（R〈7）≦R〈7は同値なので（1）よ

り。

　［7，性質38］について。これは［1，性質11］であるが本質的には補題

8（［1，性質10］）である。

最後に［7，性質42と性質43］。

命題幡次が成り立っ。

（1）R（R〈1）＝R〈1ならばR2＝Rかつ▽R≦1。

　（2）（R〈1）R＝R〈1ならばR2＝Rかつ▽R≦1。
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　証明　まとめて証明する。（1），（2）いずれの場合でも命題5より1～2≦Rで

　▽R≦1。よって，R≦R2を示せばよい。

　　　　　R＝（R〈1）〉（R〈1）

　に注意すると，R〈1≦R2，　R〈1≦R2を示せばよい。

　（1）より

　　　　　R〈1＝R（R〈1）≦R2。

　（2）より

　　　　　R〈1＝（R〈1）R≦R2。

　また，R〈1≦1なので補題3（4）よりR〈1＝（R〈1）2≦R2。

4　問題点

　この論文では［7］で示されたほとんどの性質の関係代数的証明を与え

た。Schr6der　equivalences（命題1）を用いることが1つのキーポイント

であった。ところで，［7］で引用されている性質19の関係代数的証明がま

だできていない。本質的には次の命題の関係代数的証明である。

命題15（［3，性質11］）R＞RtVl＝Eのとき，ある1（1＝0，1，2，…）に

対して（R〈1）2＋3≦R＞RtVlならばR2≦RVI。

また，次の命題の関係代数的証明も興味のあるところである。

命題16（［3，性質10］）RS≦R＞1ならばR2≦R＞π＞1。
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