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一般化された推移性のもとでの非対称関係
　　　　Asymmetric　Relations　under　Generalized　Transitivity

橋　本　　　寛

HASHIMOTO，　Hiroshi

Abstract

　Under　generalized　transitivity　we　examine　elementary　properties　of　asymmetric　rela－

tions．　We　show　such　relations　become　transitive　on　the　assumption．　Then　we　have　some

necessary　and　sufficient　conditions　for　irreflexive　transitive　relations．

　1．はじめに

　推移関係を一般化した二項関係を考え，この関係が非反射的推移関係とな

るための必要十分条件および関連する性質についてプール行列を用いて考察

をおこなう。本論文で議論される一般化された推移関係は容易にわかるよう

に非対称であれば非反射的推移関係となる。非反射的推移関係は狭義の半順

序とも呼ばれ様々な分野で出現する応用上重要な基本的二項関係である［1，

2，9－12］。

　2．定義

O，　1の要素をもつn次プール行列R＝＝［アiノ］およびS・＝［3。］に対して以下の

ように演算と記法を定める。

　　　　RVSニ［ri」＞5り］ニ［max（ri、，の］

　　　　R〈5’＝　　［rリ〈3り］　＝　　［min　（r、ノ，sリ）］

　　　　R＝［riノ］＝［1－riノ］

　　　　R’＝［rノ』

　　　　△R＝R〈Rt
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　　　　▽R　・R〈R’

　　　　R×S＝［（r，1〈Sl、）〉（r、2〈s、ノ）V…V（r，n〈Snノ）］

　　　　R°ニ［rむo）］＝＝1＝［δ、ノ］（δ，ノ1まクロネッカーのデルタ）

　　　　Rk＋』［　　　（k十1＞rり］＝Rk×R（k＝O，　1，2，…）

　　　　R≦S⇔ri、≦5坊りニ1，2…，n

　推移関係を表現するプール行列RはR2≦Rとなるので，　R2≦R＞1なるプー

ル行列Rを，ここでは一般化された推移性をもつプール行列と呼び，Rで表

現される二項関係を一般化された推移関係と呼ぶことにする。また非対称的

な関係を表現するプール行列Rは▽R＝Oとなる。なお，0は零行列である。

　3．結果

　与えられた関係を表現するプール行列をRとして，一般化された推移性で

あるR2≦RV1のもとで，非対称性すなわち▽Rニ0と同値になる条件につい

て考察をおこない，非反射的推移性のR2≦R＞1に関する様々な同値条件を

求める。以下の議論においては，R・＝［アリ］は，特に指定した場合を除き，

一般にO，1の要素からなるn次プール行列であるとする。

［性質1］［7］R2≦R，R〈1ニ0⇔R2≦R＞L▽R＝0

［性質2］［4］▽R≦1のとき

　　　　　　　　R2≦R⇔R2≦R＞1

［性質3］　　　▽R・＝Oのとき

　　　　　　　　R2≦R⇔R2≦RVI

（証明）性質2による。（証明終）

　この性質3によって，非対称性のもとでは推移性とR2≦RV1で表される

一般化された推移性は同値であることがわかる。次に非対称性▽R＝0と同

値な条件を示す。

［性質4］［7］次の条件は同値である。

　（1）▽R＝O

　（2）△R＝R
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（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（lo）

R≦π’

R2〈1ニO

R＝R〈1＝△R

▽R≦RVR’

▽（R3）≦R＞R’

▽（R5）≦R＞R’

すべての1（1＝・　O，　1，　2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞R’

ある1（1＝O，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞R’

［性質5］ある1（1ニO，1，2，…〉に対してR2t＋1≦R⇔▽Rニ0

（証明）（1）ある1（1＝O，1，2，…）に対してR2’＋1≦R’のとき

　もしr、j〈rノ，＝1とすればrii（2）ニ1であるから

　　　　　　　　　　　ri」（21＋1）≧rii（21＞〈riノ＝1

となり，r、、＝：Oとなるが，これは矛盾する。したがってriノ〈r、，＝0すなわち

▽R＝0となる。

　　　　（2）▽R＝Oのとき

　　　　　▽Rニ0からR〈R’＝0となり，R≦R’となる。これはR21＋1≦R’の

1＝0の場合であるから，ある1（1＝0，1，2，…）に対してR21＋1≦R’となる。（証明

終）

［注意1］一般には，

　　　　▽R＝0⇒すべての1（1＝O，1，2，…〉に対してR2’＋1≦R’

とはならない。いま1＝1，

R＝

0110
0011
0001
1000

とおけば，21十1＝3，
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ft・＝＝

1110
0111
0011
1001

R2＝

0110
0011
0001
1000

×

0110
0011
0001
1000

0011
1001
1000
0110

R3ニ

0011
1001
1000
0110

×

0110
0011
0001
1000

1001
1110
0110
0011

となり，▽R＝0であるがR3≦R’とはならない。

［性質6］次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（lo）

（ll）

R2≦R，R〈1＝O

R2≦R＞L△R＝R

R2≦1～＞L1～≦1～’

R2≦R＞LR2〈1＝O

R2≦RVI，R＝R〈1＝△R

R2≦R＞L▽R≦RVR’

R2≦RVI，▽（R3）≦RVRt

R2≦R＞L▽（R5）≦R＞R’

R2≦R＞Lすべての1（1＝O，1，2，…）に対して▽（R2’＋1）≦π〉π’

R2≦RVLある1（1＝O，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞π’

R2≦RVLある1（1＝0，1，2，…）に対してR2i＋1≦π’
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（証明）性質1によって

　　　　　　R2≦R，R〈1＝0⇔R2≦RVL▽Rニ0

であるので性質4および性質5による。（証明終）

　なお，上記の条件（4）に関しては

　　　　　　　　　　　R2〈1＝0⇔R2≦1

であるから，

　　　　　　R2≦R＞LR2〈1＝0⇔R2≦（R＞1）〈1・＝R〈1

となる。

［性質7］［7］ある1（1ニO，1，2，…）に対してRi〈1≦Rt⇔R〈1＝0

［性質8］ある1（1ニO，1，2，…）に対してRi≦R⇔R〈1＝0

（証明）（1）ある1（1＝＝　O，　1，2，…）に対してR’≦R’のとき

Ri〈1≦Ri≦R’であるから性質7によってR〈1＝0となる。

　（2）R〈1ニ0のとき

　このとき1≦R’となるが，これはR’≦R’の1＝0の場合であるから，ある

1（1＝O，1，2，…）に対してR’≦R’となる。（証明終）

［性質9］すべての1（1・＝O，1，2，…）に対して，

　　　　　　　　　R2≦R＞1，　R2’＋’≦R’VI⇒R2≦R

（証明）塩＝砺＝1とおく。このとき7。＝1となることを示す。

　（1）i≠ゾのとき

　　　7。（2｝＝1であるからR2≦RV1によってrij＝1となる。

　（2）1「1’のとき

　　　r、k　・r、、＝・1だからrii（2）＝1となり，したがってrii（21）〈r、k＝1すなわち

r、k（21＋1）＝1となる。いま，もしi≠kとすれば，　R21＋1≦R’VIからr、、＝Oとなるが，

これは矛盾するので，’ニkでなければならない。よってrii＝＝1となり，

r。ニriiニ1となる。（証明終）

　なお，一般に，すべての1（1＝0，1，2，…）に対して，
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　　　　　　　　　　　R2’＋1≦R’VI⇒▽R≦1

が成立する［3］。

［性質10］R2≦R＞1のとき

　（1）R≦R’W⇒R2≦R

　（2）R3≦R’＞1⇒R2≦R

　（3）R5≦R’VI⇒R2≦R

（証明）性質9による。（証明終）

［注意2］一般には，

　　　　　　　　　　R2≦R＞1，　R2≦R’⇒R2≦R

とはならない。いま，

　　　　　　　　　　　　　　R－［ll］

とおけば，明らかにR2≦RV1，　R2≦R’であるけれどもR2≦Rとはならない。

［注意3］一般には，

　　　　　　　　　　R3≦RVI，　R3≦R’＞1⇒R3≦R

とはならない。いま，

　　　　　　　　　　　　　　剥

とおけば，R3ニ1であって

　　　　　　　　　　R3≦R＞1，　R3≦R’VI

となるが，R3≦Rとはならない。

［性質11］［7］R2≦R，R〈1＝0⇔R2≦R，R”・O

［性質12］［8］Rn＝0⇔すべてのk（kニO，1，2，…）に対してR≦R’

次の性質はほとんど自明であり，またよく知られている。

［性質13］Rn＝0⇒▽Rニ0
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（証明）R”＝oのときR2nニ0となる。もし7。〈rノ、　・1ならばrt、（2）ニ1，したがっ

てrii（2n）＝1となり，矛盾する。よって7，ノ〈r／i＝0すなわち▽R＝Oとなる。（証

明終）

　なお，上記の性質13は，性質12のkニ1の場合からも導かれる。すなわち

k＝・1とすれば

　　　　　　　　　　　　R”＝：O⇒R≦R’

となる。したがって▽Rニ0が得られる。

［性質14］R2≦RVIのとき

　　　　▽R＝O⇔Rn＝0

（証明）（1）▽R＝0のとき

性質1によってR2≦R，R〈1ニ0となるから性質11によってR”＝：oとなる。

　（2）R”＝oのとき

性質13によって▽R＝0となる。（証明終）

［注意4］一般には，

　　　　　　　　　R2≦RVLR〈1ニ0⇒▽1～＝0

とはならない。そのことは

　　　　　　　　　　　　　R－［ll］

とおいてみれば容易にわかる。

［性質15］［5］次の条件は同値である。

　（1）R2≦R，R〈1ニ0

　（2）R2≦RVtRnニ0

（証明）性質1によって
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R2≦R，R〈1＝0⇔R2≦RVL▽Rニ0

であるから，性質14による。（証明終）

［性質16］次の条件は同値である。

　（1）R2≦R，R〈1ニ0

　（2）R2≦R＞Lすべてのk（k・＝　O，　1，　2，…）に対してR≦R’

（証明）性質15によって

R2≦R，R〈1＝・0⇔R2≦RVI，Rnニ0

であるから，性質12による。（証明終）

［性質17］すべての1（1　・O，1，2，…）に対して，次の条件は同値である。

　（1）R2≦R，R〈1＝・0

　（2）R2≦RVLR2i＋1≦R’

（証明）（1）⇒（2）明らかにR2≦R≦R＞1であり，また▽Rニ0となるから

R≦R’となる。したがってR2i＋1≦R≦R「となる。

（2）⇒（1）明らかにR21＋1≦R’≦R’＞1であるから，性質9によってR2≦Rと

なる。また性質8によってR2t＋1≦R’からR〈1＝0が得られる。（証明終）

　なお，上記の（1）⇒（2）は性質16によってもわかる。また（2）⇒（1）は性

質6（1）（II）からもいえる。

［性質18］次の条件は同値である。

　（1）R2≦R，R〈1＝0

　（2）R2≦RVI，R≦R’

　（3）　R2≦R＞LR3≦≡R’

　（4）　　R2≦RVLR5≦R’

（証明）性質17による。（証明終）

　なお，上記の（2）は性質6（3）でも示されている。
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［性質19］［6］すべてのk（k・　O，　1，2，…）に対して

　　　　　　　　Rk≦R’⇔Rk＋1〈1＝0

［性質20］すべてのk（k＝1，2，…）に対して，次の条件は同値である。

（1）R2≦R，R〈1＝・0

（2）R2≦RVLR2k〈1ニ0

（証明）性質19によって

R2i＋1≦R’⇔R2t＋2〈1＝＝　O

であるから性質17による。（証明終）

［性質21］次の条件は同値である。

　（1）、R2≦R，R〈1＝0

　（2）　R2≦R＞LR2／＼1＝0

（3）1～2≦R＞LR4〈1ニ0

　（4）　　」R2≦R＞LR6／＼1　：O

（証明）性質20による。（証明終）

なお，上記の（2）はすでに性質6（4）でも示されている。

［性質22］次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R＞1

　（2）R×（R〈1）≦R＞1

　（3）　（R〈7）×R≦RV1

　（4）　　（R〈1）2≦R＞1

（証明）（1）⇒（2）R×（R〈1）≦R2≦RV1

（1）⇒（3）（R〈7）×R≦R2≦R＞1

（2）　⇒　（4）　（R／＼1）2≦R×（R〈1）≦R＞1

（3）⇒　（4）　（R〈7）2≦（R〈7）〉＜R≦」R＞1

（4）⇒（1）r、k〈rkノニ1とおく。このときriノ〉δ、戸1となることを示す。

（a）i≠k，k≠ゾのとき
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r、k〈δ　，k〈rk、〈δ，ノ＝1となるから7り〉δり＝1となる。

（b）iニkのとき

rii〈7り＝1だからアリ＝1となり，　r、J＞δリ＝1となる。

（c）k＝『ノのとき

7。〈rノノ＝1だからr、jニ1となり，ア。〉δ、、＝1となる。（証明終）

　なお，R2≦R＞1と同値な条件が文献［5］でも示されている。

4．まとめ

　本論文では一般化された推移性のもとで，非対称性と同値になる条件を調

べることにより，非反射的推移性のいくつかの同値条件を明らかにした。こ

れらの性質の大部分はほとんど自明であり，また直接応用に結びつくもので

はないが，非反射的推移関係の基本的性質を議論する上で有用であると考え

られる。なお，今後の問題として，ここでの考察とは逆に，非対称性のもと

で一般化された推移性と同値となる条件を調べることがある。これについて

は次の機会に報告したい。
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