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非反射的推移関係に関する同値条件

橋　本 寛

1．はじめに

　非反射的推移関係の同値条件についてプール行列を用いて考察をおこな

い，従来知られている同値条件を整理するとともに，多数の様々な同値条件

を明らかにしている。非反射的推移関係は狭義の半順序（strict　partial

order）ともよばれ，種々の応用において重要な関係である［1，2，3，20］。

非反射的推移関係については，これまでにも数多くの興味深い基本的性質が

知られている　［1，3，16，17，22］。

　本論文では，まず推移性と非反射i生の同値条件を調べ，次にそれらの条件

を組み合わせることによって非反射的推移関係に関する若干の同値条件を得

ている。次に推移性のもとで非反射的となる種々の条件について考察をおこ

ない，またそれらの各条件の同値条件について調べている。さらに，非反射

性のもとで推移的となるための条件について考察をおこない，同様にそれら

の各条件の同値条件について調べている。こうして非反射的推移関係に関す

る多数の同値条件を求めている。

2．定義

　プール行列に関する演算や記法は文献［16］などに従うものとし，主要な

ものだけについて述べる。以下で扱う行列はすべて0，1の要素からなるn次

プール行列とし，プール行列R＝［rピゴ］，S＝［s司に対して

　　Rノ＝［r司（転置）
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　　R＝［rゼゴ］＝［1－rガブ］

　　△R＝R〈Rt

　　▽R＝R〈R’

　　R＞S＝［rガゴ＞Siブ］

　　R〈S＝［rfブ〈sピゴ］

　　R×S＝［（ril〈s1ゴ）〉（ri2〈s2ゴ）〉…〉（rin〈sηゴ）］

　　R◇S＝［（ril＞s1ゴ）〈（ri2＞s2ゴ）〈…〈（rin＞sηブ）］

　　R°＝［r讐）］＝1＝［（翔（（㌦はクロネッカーのデルタ）

　　Rh＝　［r～多）］＝Rk－1×R（k＝1，　2，…）

　　R＋＝R＞R2＞…＞Rn

と定める。

　特殊な行列として，一般に単位行列を1，零行列を0で示し，また全要素が

1の行列をEで示す。プール行列Rによって表現される関係の非反射性はR〈

1＝0で表わされ，推移性はR2≦Rで表わされる。さらに，▽R≦1なるRで表現

される関係は反対称的，▽R＝0なるRで表現される関係は非対称的と呼ばれ

る。

3．結果

　非反射的推移関係を表現するプール行列RはR2≦RかつR〈1＝0なるRと

して与えられるので，まずR2≦Rの同値条件を調べ，次にR〈1＝0と同値な条

件について調べる。次にR2≦RのもとでR〈1＝0と同値になる条件を調べ，さ

らに，それらの条件の同値条件を調べる。また，同様にR〈1＝0のもとでR2≦

Rと同値になる条件を調べ，次にそれらの条件の同値条件を調べる。

3．1　R2≦Rと同値な条件

推移関係を表現するR2≦Rなるプール行列Rの同値条件について調べる。

　［性質1］　［12，15］
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　次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）　（R〈1）2≦R

　（3）　R×（R〈1）≦R

　（4）　（R〈1）×R≦R

　［性質2］　［18，19，21，22，23］

　次の条件は同値である。

　（1）R×S≦T

　（2）R≦T◇S’

　（3）　S≦Rt◇T

　（証明）　（1）⇒（2）tih＝0，　sゴ々＝1とすればR×S≦Tによって，恥＝0と

なる。したがってR≦T◇Sノとなる。

　（2）⇒（1）rih＝1，s々ゴ＝1とすればR≦T◇Sノによって㌔＝1となる。した

がってR×S≦Tとなる。

　（1）⇒（3）r々F1，　t々ブ＝0とすればR×S≦Tによってsガゴ＝0となる。した

がってS≦Rノ◇Tとなる。

　（3）⇒（1）rih＝1，s如＝1とすればS≦R〆◇Tによって㌔＝1となる。した

がってR×S≦Tとなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質3］

　次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）R≦R◇Rノ

　（3）　R≦R「◇R

　（4）Rノ×R≦R「

　（5）　R×R1≦Rノ

　（6）　1≦R◇R’◇Rノ

　（7）　1≦R’◇R◇Rノ

　（8）　1≦R1◇Rt◇R
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（9）　R2×R’≦1

（10）R×Rノ×R≦1

（ll）　Rノ×R2≦1

（12）　R≦R◇R

（証明）

［性質4］

第48巻第2号

R2≦Rに性質2を適用する。 （証明終）

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

（証明）

R2≦R

R〈1≦R◇（R〆VI）

R〈1≦（Rt＞1）◇R

R’×（R〈1）≦Rt＞1

（R〈1）×Rノ≦R’＞I

I≦R◇（R／VI）◇（RtVI）

1≦（Rノ＞1）◇R◇（Rノ＞1）

1≦（Rノ＞1）◇（Rt＞1）◇R

（R〈1）2×Rノ≦1

（R〈1）×Rノ×（R〈1）≦I

R’×（R〈1）2≦I

R≦（R＞1）◇（R＞1）

　　　性質1（1）（2）によって

R2≦R⇔＝⇒（R〈1）2≦R

であるから（R〈1）2≦Rに対して性質2を適用する。　　　　　　（証明終）

　同様に，性質1の（3），（4）に対しても性質2を適用することができ，i類似の

結果を得ることができる。

　　［性質5］

　次の条件は同値である。

　（1）R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　（R〈1）2≦R，R〈1・O
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　（3）　R×（R〈1）≦R，R〈1＝0

　（4）　（R〈1）×R≦R，R〈1＝0

　（証明）　性質1による。

　上記の性質5中のR〈1＝0は次の3

換えることができる。

　　　　　　　　　　　　　（証明終）

．2節で示す種々の同値な条件で置き

3．2　R〈1＝0と同値な条件

　非反射的関係を表現するR〈1＝0なるプール行列Rの同値条件について調

べる。

　次の性質はほとんど自明であり，またよく知られている。

　［性質6］　［22］

　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）R≦1

　（3）　R〈1＝R

　（4＞1≦R

　（5）　R〈1＝1

　［性質7］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R，　R≦1

　（3）　R2≦R，　R〈1＝R

　（4）　R2≦R，1≦R

　（5）　R2≦R，　R〈1＝1

　（証明）　性質6による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　非反射性を表わすR〈1＝0と同値な条件としては以下に示すような性質も

知られており，R〈1＝Oをこれらの条件で置き換えることができる。また上の

性質中のR2≦Rを3．1節で示した同値な条件で置き換えることもできる。
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　　［性質8］　［13，16］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

第48巻第2号

R〈1＝0

すべて1（1＝0，1，2，…）に対してRtAI≦R＞R’＞1

ある1（1＝0，1，2，…）に対してRt〈1≦R＞R’＞I

R〈1≦R＞R’＞I

R〈1≦R＞I

R〈1≦R〈1

すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R＞R’VI

ある1（1＝0，1，2，…）に対してRL≦R＞Rt＞I

I≦R＞R／VI

R≦R＞R’＞I

R≦R〈1

［性質9］

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

（13）

R〈1＝O

R〈1≦R〈Rf〈I

R〈1≦R〈Rノ〈I

R〈1≦R〈R’

R〈1≦R’〈I

R〈1≦R〈I

R〈1≦R！〈I

R〈1≦R

R〈1≦Rf

R〈1≦I

R〈1≦（R〈1）〉（R1〈1）

R〈1≦RVR’

R〈1≦（R〈1）VI
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　（14）　R〈1≦（Rノ〈1）＞1

　（15）　R〈1≦Rノ＞1

　（証明）　（1）⇒（2）R〈1＝0だから明らかに

　　　R〈1≦R〈R’〈1

　（2）⇒（1）　R〈1≦R〈Rノ〈1

　　　（R〈1）〈R≦（R〈Rノ〈1）〈R＝0

したがってR〈1＝0となる。

以下同様である。

上の性質に関して，一般に

　　　Rノ〈1＝R〈1，R1〈1＝R〈1

となる。このことを用いればいくつかの条件は簡単化され，

に帰着される。

　［性質10］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

R〈1＝0

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

1，2，…）に対してRi〈1≦R

2，…）に対してRi〈1≦R

1，2，…）に対してRt〈1≦R’

2，…）に対してRi〈1≦R／

1，2，…）に対してRi〈1≦R＞Rt

2，…）に対してRi〈1≦RVR／

1，2，…）に対してRi〈1≦R＞1

2，…）に対してRi〈1≦R＞1

1，2，…）に対してRi〈1≦Rt＞1

2，…）に対してRt〈1≦R’＞1

（263）－29一

（証明終）

また同一のもの

　（証明）　　　　R〈1＝0から1≦Rとなるので，すべての1（1＝0，1，

2，…）に対してRL〈1≦Rとなる。

（2）⇒（3）明らかである。
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　（3）⇒（1）　R〈1≦Rt〈1≦Rであるから

　　　R〈1〈R≦R〈R＝0

したがってR〈1＝0となる。

（1）⇒（4）R〈1＝0から1≦R，したがって1≦Rtとなるので，すべての1（1＝

0，1，2，…）に対してRt〈1≦Rtとなる。

（4）⇒（5）明らかである。

　（5）⇒（1）　R〈1≦Rt〈1≦R’であるから

　　　R〈1〈Rノ≦Rノ〈Rノ＝＝O

したがってR〈1〈R！＝0となり，R〈1〈Rt＝R〈1だからR〈1＝0となる。

以下同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質11］

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

R〈1＝0

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

1，2，…）に対してRL〈1≦R〈1

2，…）に対してRL〈1≦R〈1

1，2，…）に対してRt〈1≦R’〈1

2，…）に対してRi〈1≦R’〈I

l，2，…）に対してRi〈1≦（R〈1）〉（R’〈1）

2，…）に対してRtAI≦（R〈1）〉（Rノ〈1）

1，2，…）に対してRi〈1≦（R〈1）VR1

2，…）に対してRZ〈1≦（R〈1）＞R／

1，2，…）に対してR‘〈1≦（R’〈1）＞R

2，…）に対してRL〈1≦（Rt〈1）VR

　（証明）　　　　R〈1＝0から1≦Rとなるので，すべての1（1＝0，1，

2，…）に対してRt〈1≦R〈1となる。

（2）⇒（3）明らかである。

（3）⇒（1）R〈1≦Ri〈1≦R〈1であるので

　　　R〈1〈R≦R〈1〈R＝0
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したがって　R〈1＝0となる。

　以下同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質12］

　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R＞1

　（3）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R＞1

　（4）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R／VI

　（5）ある1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R！＞1

　（証明）　（1）⇒（2）R〈1＝0によってR＞1＝Eとなる。したがって，すべて

の1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R＞1となる。

　（2）⇒（3）明らかである。

　（3）⇒（1）R〈1≦Rt〈1≦（RVI）〈1＝R〈1

であるから

　　　（R〈1）〈R≦（R〈1）〈R＝0

よってR〈1＝0となる。

　（1）⇒（4）R〈1＝0からRf〈1・＝Oとなり，　R’＞1＝Eとなる。したがって，す

べての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R〆＞1となる。

　（4）⇒（5）明らかである。

　（5）⇒（1）R〈1≦Rz〈1≦（R／VI）〈1＝Rノ〈1＝R〈1

であるから

　　　（R〈1）〈R≦（R〈1）〈R＝0

よってR〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

3．3　R2≦RのときR〈1＝0と同値な条件

　与えられたプール行列が，推移1生のもとで非反射的となるための必要十分

条件を調べ，次にそれらの同値条件を調べる。

　［性質13］　［1，　4，16］
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R2≦Rのとき次の条件は同値である。

（1）　R〈1＝0

（2）▽R＝0

（3）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R’

（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

（5）　R2≦Rノ

（6）Rn＝0

［性質14］

次の条件は同値である。

（1）　R2≦R，　R〈1＝0

（2）　R2≦R，▽R＝0

（3）R2≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦R〆

（4）R2≦R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rt

（5）　R2≦R，　R2≦Rノ

（6）　R2≦R，　Rn＝0

（証明）　性質13による。 （証明終）

　以下の性質19で示すように，上記の（3），（4）のRi≦Rノを性質18で示す同値な

条件で置き換えることができる。また性質21で示すように，上の性質の（5）の

R2≦Rtについても，性質20で示す同値な条件で置き換えることができる。

　さらに，上記の性質中のR2≦Rを3．1節で示した同値な条件で置き換える

ことができる。例えば

　　R2≦R〈＝＝⇒（R〈1）2≦R

であるので，次の性質が得られる。

　［性質15］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　（R〈1）2≦R，▽R　・O

　（3）（R〈1）2≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rノ
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　（4）　（R〈1）2≦R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

　（5）　（R〈1）2≦R，R2≦R1

　（6）　（R〈1）2≦R，Rn＝0

　（証明）　性質14および性質1（1）（2）による。

　なお，すでに性質5（1）（2）で示しているように

　　R2≦R，　R〈1＝Oc＝⇒（R〈1）2≦R，　R〈1＝0

となる。

同値な条件で置き換えることができる。

（267）－33一

（証明終）

　上の性質15の（3），（4）におけるRi≦Rノについては，すでに述べたように，以

下で示す性質18の同値な条件で，また（5）のR2≦Rtについても性質20における

3．3．1　▽R＝0と同値な条件

　［’1生質16］　［4，　5，　16］

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9＞

（10）

▽R＝0

△R＝R

R≦Rl

R2〈1＝O

R＝R〈1＝△R

▽R≦RVRt

▽（R3）≦R＞Rノ

▽（R5）≦R＞R「

すべての1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R2t＋1）≦R＞R1

ある1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞R’

なお，上の性質の（6）に関しては

　　▽R≦R＞Rノ〈＝⇒▽R≦R〈R’＝▽R

　　　　　　　　¢＝⇒▽R〈▽R＝0
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　　　　　　　　←⇒▽R＝0

となる。

　［性質17］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R，△R＝R

　（3）　R2≦R，　R≦Rt

　（4）　R2≦R，　R2〈1＝0

　（5）　R2≦R，　R＝R〈1＝△R

　（6）　R2≦R，▽R≦R＞Rノ

　（7）　R2≦R，▽（R3）≦RVRノ

　（8）　R2≦R，▽（R5）≦R＞R〆

　（9）R2≦R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞Rf

　（10）R2≦R，ある1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R2c＋1）≦R＞Rt

　（証明）　性質14（1）（2）によって

　　R2≦R，　R〈1＝0〈＝⇒R2≦R，▽R＝0

であるから，性質16による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　卜記の性質中のR2≦Rを3．1節で示した同値な条件で置き換えることが

できる。

3．3．2　Ri≦R’と同値な条件

［’1生質18］　［16］

すべての1（1＝0，1，2，

（1）　RZ≦R’

（2）　Rt〈R’＝0

（3）　Ri＋1〈1＝0

［’1生質19］

次の条件は同値である。

…）に対して次の条件は同値である。
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（1）　R2≦R，

（2）　R2≦R，

（3）　R2≦R，

（4）　R2≦R，

（5）　R2≦R，

R〈1＝0

すべての1（1＝0，

すべての1（1＝0，

ある1（1＝0，1，

ある1（1＝0，1，

　（証明）　性質14（1）（3）（4）および性質18による。

上の性質19におけるR2≦Rを3．

とができる。

1，2，…）に対してRi〈R’＝0

1，2，…）に対してRi＋1〈1－0

2，…）に対してRi〈R’＝0

2，…）に対してRt＋1〈1＝0

　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

1節で示した同値な条件で置き換えるこ

3．3．3　R2≦Rノと同値な条件

　［性質20］　［9，16］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦Rt

　（2）　R2〈Rt＝0

　（3）　R3〈1＝0

　（証明）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［’1生質21］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R，　R2〈R／＝0

　（3）　R2≦R，　R3〈1＝0

　（証明）　性質14（1）（5）によって

　　　R2≦R，　R〈1＝0く一⇒R2≦R，　R2≦R’

であるから，性質20による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質21についてもR2≦Rを3．1節で示した同値な条件で置き換える

ことができる。

3．3．4　Rn＝0と同値な条件
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　［性質22］　［4］

次の条件は同値である。

（1）Rn＝0

　（2）　（R＋）〈1＝0

　（3）　（R＋）n＝0

　［性質23］

　　　Rn＝Oe＝⇒1＞R＞R2＞…＞Rn－1≦R’

　（証明）

　Rn＝0〈＝⇒R＋〈1＝O

　　　　e＝⇒（RVR2＞…＞Rn）〈1＝0

　　　　ぐ＝⇒1＝0，1，2，…，n－1に対してRt＋1〈1＝O

　　　　e＝⇒1＝0，1，2，…，n－1に対してRi≦R’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［性質18（3）（1）による。］

　　　　e⇒1＞R＞R2＞…＞Rn－1≦R’　　　　　　　　　　　（証明終）

一般に，S◇1＝1◇S＝SであってR’＝1◇R’となるので，上の性質23の1＞R

＞R2＞…＞Rn－1≦Rノは性質2を適用すれば

　　　　1＞R＞R2＞…＞Rn－1≦Rt

　　e＝⇒1＞R＞R2＞…＞Rn－1≦1◇R’

　　＜＝⇒（IVR＞R2＞…＞Rn一i）×R≦1

　　ぐ＝⇒R＞R2＞R3＞…VRn≦1

　　ぐ＝⇒R＋≦1

　　ぐ＝⇒R＋〈1＝0

となる。

　［性質24］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R，（R＋）〈1＝0

　（3）　R2≦R，　（R＋）n＝0
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　（4）　R2≦R，　IVR＞R2＞…VRn－i≦R〆

　（証明）　性質14（1）（6）によって

　　　R2≦R，　R〈1＝Oe＝⇒R2≦R，　Rn＝0

であるから，性質22および性質23による。　　　　　　　　　　（証明終）

上記の性質中のR2≦Rを3．1節で示した同値な条件で置き換えることが

できる。

3．4　R〈1＝0のときR2≦Rと同値な条件

　非反射性すなわちR〈1＝0のもとで，R2≦Rと同値になる条件を調べ，その

条件でR2≦Rを置き換えることを考える。

　［性質25］

　R〈1＝0のとき

　　　R2≦Rく＝⇒（R〈1）2≦R〈1

　　（証明）　R〈1＝0のときR〈1＝Rであるから明らかである。　（証明終）

　［性質26］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　（R〈1）2≦R〈1，R〈1＝0

　　（証明）　性質25による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質の（2）のR〈1＝0は，すでに3．2節で示している同値な条件で置

き換えることができる。

3．4．1　（R〈1）2≦R〈1と同値な条件

次の性質27からわかるように，（R〈1）2≦R〈1なるプール行列Rで表現され

る関係は反対称的推移関係であり，ここではこの反対称的推移関係を表現す

るプール行列Rの同値条件を調べている。

　［’1生質27］　［8，　11，　12］

　次の条件は同値である。
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（1）　（R〈1）2≦R〈1

（2）　R×（R〈1）≦R〈1

（3）　（R〈1）×R≦R〈1

（4）　R2≦R，▽R≦1

（5）　R2≦△R＞（R〈1）

（6）　（R〈1）2≦△R

（7）　R×（R〈1）≦△R

（8）　（R〈1）×R≦△R

（9）　R2≦R，　R2≦R’＞1

（10）　R2≦R，（R〈1）n＝0

第48巻第2号

　上の性質27の（R〈1）2≦R〈1すなわちR2≦R，▽R≦1と同値な条件として

は，ここで示したもの以外にもいくつかの条件が知られている［8，12］。

　［性質28］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

　　（証明）

　　R2≦R，　R〈1＝Oe⇒（R〈1）2≦R〈1，　R〈1＝0

であるから，性質27による。

R2≦R，　R〈1＝O

R×（R〈1）≦R〈1，R〈1＝0

（R〈1）×R≦R〈1，R〈1＝O

R2≦R，▽R≦1，　R〈1＝O

R2≦△RV（R〈1），　R〈1＝0

（R〈1）2≦△R，R〈1＝O

R×（R〈1）≦△R，R〈1＝0

（R〈1）×R≦△R，R〈1＝O

R2≦R，　R2≦Rノ＞1，　R〈1＝O

R2≦R，　（R〈1）n＝0，　R〈1＝0

　　　性質26によって

（証明終）
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上の性質中のR〈1＝0を3．2節で示した同値な条件で置き換えることが

できる。同様に（4），（9），（10）のR2≦Rについても，3．1節で示した同値な条件

で置き換えることができる。

　なお，（4）の▽R≦1に関しては，以下の性質30から性質33に示すような同値

条件が知られており，▽R≦1をこれらの同値条件で置き換えることができ

る。しかし，この（4）に関しては

　　R2≦R，▽R≦1，　R〈1＝O〈・＝⇒R2≦R，　R〈1＝0

であるので，▽R≦1は冗長な条件となっている。

　また（5）に関しては，明らかに

　　R2≦△R＞（R〈1），　R〈1＝0〈＝⇒R2≦△R，　R〈1＝0

となるが，一般に

　　　R2≦△Rぐ＝⇒R2≦R，　R〈1＝0

となることが知られているので［11］，

　　　R2≦△R＞（R〈1），　R〈1＝0〈一⇒R2≦△R

となる。

　さらに，（9）に関しては

　　　　R2≦R，　R2≦Rノ＞I

　　e＝⇒R2≦R〈（R／VI）＝（R〈Rノ）〉（R〈1）＝△RV（R〈1）

となるが，これは（5）の条件の前半であり，結局，条件の（5）と（9）は本質的に同

一
である。

　最後の（10）の（R〈1）n＝0に関しては，次の性質29で示す同値な条件で置き換

えることができる。明らかに，この⑩はR〈1＝0のときR〈1＝Rであるから

　　　R2≦R，　（R〈1）n＝0，　R〈1＝O

　e＝⇒R2≦R，　Rn＝0，　R〈1＝O

　c＝⇒R2≦R，　Rn＝O

　e＝⇒R2≦R，　R〈1＝0　　（性質14）

となる。

　　［性質29］
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　次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）n＝0

　（2）　（R〈1）＋〈1＝0

　（3）　（（R〈1）＋）n＝0

　（4）　1＞（R〈1）〉（R〈1）2＞…〉（R〈1）n－1≦Rf＞1

　（5）1＞R＞R2＞…＞Rn－1≦R／VI

　　（証明）　（1）〈＃⇒（2）〈＝⇒（3）’1生質22による。

　（1）9＝⇒（4）　’1生質23による。

　（4）一⇒（5）すべての1（0≦1≦n－1）に対して，

　　　　r～？≦f弄＞6、，・

となること，すなわち，ある1（0≦1≦n－1）に対してr！・S）　＝1のととき，塀〉

傷＝1となることを示す。

　i＝jのときはδヵ＝1となり，明らかであるので，iキjとする。

　（a）1＝0のとき

　r～g）＝δヵであるから明らかに

　　　　r～9＝（㌦≦rガ〉傷

　（b）1＝1のとき

　r！・1－）＝恥でiキjであるから，r！｝）＝1のときR〈1の（i，　j）要素が1となり，（4）に

よって塀〉（㌦＝1となる。

　（c）1≧2のとき

　r！？＝1とすれば，適当なk（1），k（2），…，　k（1－1）に対して

　　　rih（・）〈rh（1）k（・）〈…〈rk（1－1）ゴ＝1

となる。この左辺からrhh＝1（kε｛i，　k（1），　k（2），…，　k（1－1），　j｝）となる

ものを除けば恥＝1，または適当なm（2≦m≦1）およびp（1），p（2），…，　p（m－

1）に対して

　　　riP（・）〈rp（・）P（・）〈…〈rp（m－1）ゴ＝1，

　　　iキP（1），　P（1）キP（2），　…　，　P（m＿、）キj

となる。したがってR〈1または（R〈1）　mの（i，j）要素が1となり，（4）によって
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薪〉δδ＝1となる。

　（5）⇒（4）　1＞（R〈1）〉（R〈1）2＞…〉（R〈1）n　1

　　　　　　　≦1＞RVR2V…＞Rn－1≦Rノ＞1　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質の（4）（5）から

　　すべての1（1＝0，1，2，…，n－1）に対して（R〈1）1≦R1＞1

　　〈＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…，n－1）に対してRt≦R〆＞1

となる。しかし，一般には，すべての1（1＝0，1，2，…，n－1）に対して，

　　　（R〈1）t≦Rノ＞1〈＝＝⇒RC≦Rノ＞1

とはならない。いま1＝2，

　　　　R－〔ll〕

とおけば，（R〈1）2≦Rノ＞1であるけれどもR2≦R！VIとはならない。

　なお，上の性質29の（1）と（2）の同値’1生は文献［8］でも述べられており，ま

た，この文献［8］には，上記以外の（R〈1）n＝0と同値な条件も示されてい

る。

　［’1生質30］　［5，　6，　8，　10，　11，　17，　22］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（ll）

▽R≦I

R≦Rノ＞1

（R〈1）2〈1＝0

▽（R〈1）＝0

△R＝R〈I

R＞1≦R〆＞I

R＝△RV（R〈1）

R〈1≦R〆

R〈1≦Rt＞1

▽R＝R〈I

R≦Rノ〉（R〈1）



一
42－（276） 第48巻第2号

［性質31］

次の条件は同値である。

　（1）▽R≦1

　（2）　△（R〈1）＝R〈1

　（3）　▽（R〈1）≦R＞Rノ＞1

　（4）　▽（（R〈1）3）≦R＞Rノ＞1

　（5）　▽（（R〈1）5）≦R＞Rノ＞1

　（6）すべての1（1＝0，1，2，…）に対して▽（（R〈1）2t＋1）≦R＞R／VI

　（7）　ある1（1＝0，1，2，…）に対して▽（（R〈1）2t＋1）≦R＞Rノ＞1

　（証明）　性質30（1）（4）によって

　　　▽R≦1⇔＝⇒▽（R〈1）＝0

であるから，性質16（2），（6），（7），（8），（9），（10）のRをR〈1で置き換えればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

なお，（2）の△（R〈1）については，以下の性質32の証明（4）⇒（5）において示す

ように

　　　　△（R〈1）＝△R

となる。

　次の性質はほとんど明らかであり

［7，　8，　10，　14，　22］。

　［性質32］

　次の条件は同値である。

（1）▽R≦1

　（2）　R〈Rt〈1＝0

　（3）　1≦R＞Rf

　（4）　R〈1≦△R

　（5）　R〈1≦△（R〈1）

　（6）　R〈1≦Rノ〈1

　（7）　▽R≦R〈1

また一部のものはよく知られている



（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

（16）

（17）

（18）

（19）

　　（証明）

　　▽R≦1ぐ＝＝⇒R〈R’≦1〈一⇒R〈R’〈1＝0

　（2）e⇒（3）

　R〈Rノ〈1＝0ぐ＝⇒R〈R〆〈1≦0〈・＝⇒1≦R＞Rt

　（3）⇒（4）　1≦R＞R／

　　　R〈1≦R〈（R＞Rノ）＝R〈Rt＝△R

　（4）⇒（5）　△（R〈1）＝R〈1〈（R〈1）ノ

　　　　　　　　　　＝R〈1〈（Rノ＞1）

　　　　　　　　　　＝R〈1〈Rノ

　　　　　　　　　　＝R〈R〆＝△R

であるから，

　　　R〈1≦△R＝△（R〈1）

　（5）⇒（6）

　　　R〈1≦△（R〈1）＝R〈1〈R’≦Rノ〈1

　（6）⇒（7）　R〈1≦Rノ〈1≦R！

　　　　　R〈1≦Rf

　　　　　　　非反射的推移関係に関する同値条件

R≦△R＞（R〈1）

R≦△R＞I

Rノ＝△（R）〉（R〈1）

Rノ≦△（R）〉（R〈1）

R’≦△（R）＞I

R’≦RV（R〈1）

Rノ≦R＞I

Rノ＞1＝△（R）＞I

R’＞1≦△（R）＞I

Rt＞1≦R＞I

R’＞R＝R＞I

R／VR≦R＞1

　　　（1）〈＝⇒（2）

（277）－43一
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　　　　　　R≦R’＞I

　　　　R〈Rt≦（R’＞1）〈Rノ＝R〆〈1＝R〈1

　　　　　　▽R≦R〈1

　（7）⇒（8）　▽R≦R〈I

　　　　　R〈Rt≦R〈I

　　　　　　R≦R’〉（R〈1）

　　　　R〈R≦R〈（Rf＞（R〈1））

　　　　　　R≦（R〈R’）V（R〈1）＝△R＞（R〈1）

　（8）⇒（9）　R≦△R＞（R〈1）≦△R＞1

　（9）⇒（10）　R≦△R＞I

　　　　　　R≦（R〈Rノ）＞I

　　　　　　R’≦（Rt〈R）VI

　　　　R〆＝Rノ〈（（Rノ〈R）＞1）＝（Rノ〈R）〉（Rノ〈1）

　　　　Rt＝（R’〈R）〉（R’〈1）

　　　　Rt＝△（R）V（R〈1）

　（10）⇒（ll）明らかである。

　　（11）⇒（12）　R「≦△（R）〉（R〈1）≦△（R）VI

　　（12）⇒（13）　R’≦△（R）＞I

　　　　　　R’≦（R〈R1）VI

　　　R’〈Rt≦R〆〈（（R〈Rt）VI）＝（R〈R’）〉（R’〈1）

　　　　　　R’≦R＞（R〈1）

　　（13）⇒（14）　R〆≦R＞（R〈1）≦R＞1

　　（14）⇒（15）　R’≦RVI

　　　　Rt＝（R＞1）〈R！＝（R〈Rノ）〉（1〈Rノ）＝△（R）〉（1〈Rt）

　　　　　Rノ＝△（R）〉（1〈R’）

　　　　Rノ＞1；（△（R）V（1〈R’））＞1＝△（R）＞1

　　（15）⇒⑯　明らかである。

　　（16）⇒（17）　Rt＞1≦△（R）＞1≦RVI



　　　　　　　　　　非反射的推移関係に関する同値条件　　　　　（279）－45－

　（17）⇒（18）　Rノ＞1≦R＞1

　　　　　（Rノ＞1）＞R≦（R＞1）VR

　　　　　R／VIVR≦R＞1

ところで，明らかに

　　　　Rt＞1＞R≧RVI

であるから

　　　　Rf＞1＞R＝RVI

また，一般に　1≦Rノ＞Rであるから

　　　　　R1＞R＝R＞1

　（18）⇒（19）明らかである。

　（19）⇒（1）　Rノ＞R≦RVI

　　　　（RIVR）〈R≦（R＞1）〈R

　　　　　R’〈R≦1〈R≦1

　　　　　　▽R≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質33］

　次の条件は同値である。

　（1）▽R≦1

　（2）　R＞R／VI＝E

　（3）すべての1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞R1＞1

　（4）　▽R≦R＞Rノ＞1

　（5）　▽（R3）≦R＞Rノ＞1

　（6）　▽（R5）≦R＞RIVI

　（7）　ある1（1＝0，1，2，…）に対して▽（R21＋1）≦R＞R’＞1

　　（証明）　（1）〈＝⇒（2）明らかに

　　▽R≦1⇔＝⇒R〈R1〈1＝0〈＝⇒R＞Rノ＞1＝E

　（2）⇒（3）すべての1（1＝0，1，2，…）に対して

　　　▽（R2t＋1）≦E＝R＞R／VI

　（3）⇒（4）⇒（7）明らかである。
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　（3）⇒（5）⇒（7）明らかである。

　（3）⇒（6）⇒（7）明らかである。

　（7）⇒（1）砺〈rゴF1とする。このときδ2ゴ＝0とする。恥＝1，恥＝1だか

ら巧〉巧〉傷＝0となる。またrij〈恥＝1からr隻）＝1となり，すべての1（1＝

0，1，2，…）に対してr膨＋1）＝1，r鰯＋1）＝1となる。したがってr！3‘＋1）〈

r興‘＋1）＝1となり，巧〉塀〉傷＝1となる。しかし，これは矛盾する。ゆえに

rij〈rπ＝1のときδδ＝1となる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質34］［5，10，12］

　▽R≦1のとき，次の条作は同値である。

（1）R2≦R

（2）　（R〈1）2≦R〈1

（3）　R2≦RVI

（4）　（R＞1）2≦R＞1

（5）　（△R）2≦R

（6）　（R〈1）2≦R＞1

（7）　（△R）2≦R＞1

［’「生質35］

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

　（証明）

　　R2≦R，　R〈1＝0〈＝＝⇒R2≦R，▽R≦1，　R〈1＝0

であるから，性質34による。

R2≦R，　R〈1＝0

（R〈1）2≦R〈1，▽R≦1，R〈1＝O

R2≦R＞1，▽R≦1，　R〈1＝0

（R＞1）2≦R＞1，▽R≦1，R〈1＝0

（△R）2≦R，▽R≦1，R〈1＝0

（R〈1）2≦R＞1，▽R≦1，R〈1＝0

（△R）2≦R＞1，▽R≦1，R〈1＝0

　　　性質28（1）（4）によって

（証明終）
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　上の性質中の（2）に関しては性質27によって

　　　　（R〈1）2≦R〈1，▽R≦1，R〈1＝O

　　e＝⇒（R〈1）2≦R〈1，R〈1＝0

となり，▽R≦1は冗長な条件となる。しかし，他の（3）一（7）に関しては，▽R≦

1は冗長ではなくて必要である。これは，Rとして

　　　　〔ll〕

を考えてみれば明らかである。

　また，この性質35中のR〈1＝0は，すでに示している3．2節における同値

な条件で置き換えることができる。同じく，▽R≦1は性質30から性質33で示

した同値な条件で置き換えることができる。

　［性質36］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

　（証明）

であるから性質35による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質中の▽R＝0を性質16で示した同値な条件で置き換えること

ができる。

R2≦R，　R〈1＝0

（R〈1）2≦R〈1，▽R＝O

R2≦R＞1，▽R＝0

（R＞1）2≦R＞1，▽R＝0

（△R）2≦R，▽R＝0

（R〈1）2≦R＞1，▽R＝0

（△R）2≦R＞1，▽R＝0

　　　▽R≦1，R〈1＝Oe＝⇒▽R＝0

3．4．2　（R〈1）2≦R〈1のときR〈1＝0と同値な条件

すでに示しているように，性質26によって

　　R2≦R，　R〈1＝0く＝⇒（R〈1）2≦R〈1，　R〈1＝0
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となるので，ここで（R〈1）2≦R〈1のもとで，R〈1＝0と同値になる条件につ

いて調べる。

　　［性質37］

　（R〈1）2≦R〈1のとき次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）▽R＝0

　（3）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR‘≦Rt

　（4）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rt

　（5）　R2≦Rノ

　（6）Rn＝0

　　（証明）　性質27（1）（4）によって，（R〈1）2≦R〈1のとき，R2≦Rとなるから

性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質38］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）（R〈1）2≦R〈1，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRL≦R’

　（3）　（R〈1）2≦R〈1，ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

　（4）　（R〈1）2≦R〈1，R2≦R’

　（5）　（R〈1）2≦R〈1，Rn＝0

　　（証明）　性質26によって

　　R2≦R，　R〈1＝0ぐ＝⇒（R〈1）2≦R〈1，　R〈1＝0

であるから，性質37による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに性質36（1）（2）で示しているように

　　R2≦R，　R〈1＝Oe＝⇒（R〈1）2≦R〈1，▽R＝0

となる。

　上記の性質38の（2），（3）におけるRt≦Rノについては性質18で示した同値な条

件で，同じく（4）についてはR2≦R〆を性質20で示した同値な条件で置き換える

ことができる。また，性質36（2）および上の性質38の（R〈1）2≦R〈1を性質27に
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示した同値な条件で置き換えることができる。例えば

　　　（R〈1）2≦R〈1〈一⇒（R〈1）2≦△R

であるから，次の性質が得られる。

　［性質39］

　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　（R〈1）2≦△R，▽R＝0

　（3）（R〈1）2≦△R，すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦Rt

　（4）　（R〈1）2≦△R，ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R1

　（5）　（R〈1）2≦△R，R2≦R’

　（6）　（R〈1）2≦△R，Rn＝0

　（証明）　性質36（1）（2）および性質38に対して性質27（1）（6）を適用すればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに性質28（1）（6）で示しているように

　　R2≦R，　R〈1＝0く＝⇒（R〈1）2≦△R，　R〈1＝0

となる。

上の性質39の（2）に関しては▽R＝0を性質16で示した同値な条件で置き換

えることができる。さらに，（3），（4）に関してはRL≦Rノを性質18で示した同値

な条件で，（5）に関してはR2≦Rノを性質20で示した同値な条件で置き換えるこ

とができる。また，（6）に関してもRn＝0を性質22および性質23の同値な条件で

置き換えることができる。

4．まとめ

　与えられた関係が非反射的推移関係となるための多数の必要十分条件を示

した。大部分はほとんど自明であって，すでに知られているとおもわれるも

のも含まれているが，いくつかのものはこれまで一般には知られていないの

ではないかとおもわれ，非反射的推移関係の議論において有用であると考え
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られる。また，本論文で示した各条件を組み合わせることにより，さらに多

数の非反射的推移関係の同値条件を得ることができる。

　非反射的推移係の同値条件に関してはここで示したもの以外にも，まだ多

数の同値条件が存在している。とくに，非対称性のもとでの推移性について

考察することにより，種々の同値条件が得られる［14］。これらの同値条件に

ついては次の機会に報告したい。
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