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巾零プール行列の特徴付け

柏　木芳　美

1　はじめに

［2］において，連結的推移的非反射的2元プール行列を対称群とプール行

列

N＝

0　1　1　1　…　1

0　0　1　1　…　1

0　0　0　1　…　1

0　0　0　0　…　1

0　0　0　0　…　0

によって特徴付けた。この論文では，より一般的である2元巾零プール行

列を対称群とNによって特徴付ける（系4）。更に，その結果を用いて［2］

で重要な役割を果たした［2，命題4．2］の別証を与える。

2　記号

　［2］の記号をそのまま用いる。この論文では基礎となるプール代数は2元

プール代数｛0，1｝である。成分がすべて0であるプール行列を0，すべ

て1であるプール行列をEと書く。R＝（rij），　S＝（s♂としたとき，R＞S＝

（ん〉∫の，R〈S＝（ん〈3ゆ，　R＝（兀）と定める．　R≦Sはすべての（i，ノ）

に対してri」≦助となることである．　ak∈｛0，1｝（k∈｛1，…，　n｝）としたと

き〉廷一1　ak＝a、＞a2＞…＞a。と書くこととする。R×S－（〉矯（rik〈Sんゴ））と

し，帰納的にRi＝R，　Rk＋1．・・Rk×Rとする。　Ri＝0となる自然数1が存在
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するとき，Rは巾零と呼ばれる。　RtによりRの転置行列を表す（［3］ではR’

と書かれている）。RがR＞RtVI－Eを満たすときは連結的，　R2≦Rを満

たすときは推移的，R〈1＝0を満たすときは非反射的と呼ばれる。　n次対

称群をG．と書く。σ∈Snに対し，　Rσ＝（7σωσω）と置く。この論文で重要な

役割を演じるプール行列はNである。

3　結果

　まず，ここで使う基本的性質をまとめておく。

補題1　Rをn次巾零プール行列とする。このとき次が成り立つ。

　（1）1を自然数としたときRiも巾零。

　（2）S≦RとするとSも巾零。

　（3）Rtも巾零。

　（4）σ∈G。とするとRσも巾零。

　（5）　　R〈1＝＝＝0。

　（6）R＝（ri」）とする。ん一1ならば塩＝0。この性質は非対称（asym－

　　　metric）と呼ばれる。

証明　kを自然数とする。

　（1）Rk＝0とすると，（Ri）k＝（Rk）i＝0。

　（2）すべてのkに対して，Sk≦Rkなので。

　（3）　（Rt）k＝（Rk）tよりo

　（4）（Rk）σ＝（Rσ）k（［2，命題3．2（7）］）より。

　（5）R＝（ri」）とする。　rii＝　1ならばすべてのkに対してRkの（i，の成

　　　分が1であることが帰納法により容易に示される。

　（6）物＝1と仮定すると，R2の（i，の成分は1となるので（1）より（5）に

　　　反する。

　［2，命題4．1（4）］を巾零行列に一般化した次の補題が鍵となる。

補題2　巾零プール行列は成分がすべて0の行と列を持つ。

証明　Rを巾零行列とする。成分がすべての0の行をRが持たないとする



巾零プール行列の特徴付け （65）－65一

とRE＝Eとなる。よって，すべての自然数kに対してRkE＝・E。従って，

0＝Eとなり矛盾。Rtを考えるとRは成分がすべて0の列を持つ。

　次の定理は巾零行列の1つの判定法を与える。

定理3　Rをn次プール行列とする。Rが零行を持たねば巾零ではない。

Rの第i、行が零行であるとしσ、＝（ii　n）∈Snとする（il＝nのときはσ1＝1。以

下同様）。

Rσ1＝

　　　＊

R，　i

　　　＊

0　…　0

と書ける。ただし，R，はn－1次，＊は0または1。R，が零行を持たねばR

は巾零ではない。R1の第i2行が零行であるとしσ2＝（i2n－1）∈G。dとする。

Rf・一

　　　＊

R，　i

　　　＊

0　…0

と書ける。ただし，R2はn－2次。　R，が零行を持たねばRは巾零ではな

い。以下，この操作を繰り返す。このとき，途中で終わるとRは巾零では

なく，最後まで行くとRは巾零。

証明　1≦1≦n－1とする。τ∈㊥♂に対し，τ（i）＝i（i＝1＋1，…，n）とおく

ことにより亀≦⊂95nと見なす。σ＝σ1…σブとおく（ブ∈｛1，…，　n－1｝）。

Rσ＝

　　　＊　＊　…　＊

Rブ　i　i…　i

　　　＊　＊　…　＊

0　…　0　＊　…　＊

0　…　0　0　…　＊

0　…　0　0　…　0
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と書ける。ただし，R」はn－j次である。帰納法により，

（Ri）σ＝（Rσ）i＝

　　　＊　＊　…　＊

碍　　i　i…　i

　　　＊　＊　…　＊

0　…　0　＊　…　＊

0　…　0　0　…　＊

0　…　0　0　…　0

よって，Rが巾零であるための必要十分条件はR、が巾零。最後まで行く

と，Rσ≦NとなりRは巾零である。

　この定理より，

系4　Rをn次巾零プール行列とする。このときRσ≦1Vとなるσ∈（i5nが存

在する。

系5成分に幣1）＋1個肚1を持つn次プール行列は巾零ではない．

　次に，巾零プール行列における連結性を特徴付ける。

補題6　n次巾零プール行列Rが連結的であるための必要十分条件はRの

1の個数が牲1）であること．

証明　Rの1の個数をmとする。補題1の（5）と（6）より，R＞Rt＞1の1の個

数は2m＋n。よって，　Rが連結的であるための必要十分条件はm＝
n（n－1）

　2　　°
　次は［3，性質3］と［2，定理4．1］からも導かれる。

命題7　Rをn次プール行列とする。このときRが巾零かつ連結的である

ための必要十分条件はR　・＝Nifとなるσ∈（95nが存在すること。

証明　Nσは巾零かつ連結的なので十分条件であることは明らか。Rが巾零

ならば系4よりR≦Nσとなるσ∈Snが存在する。更に連結的であれば補題

6よりR＝Nσとなる。

　これより［2，命題4．2］の別証が得られる。

系8　n次プール行列Rが連結的かつ推移的かつ非反射的であるための必
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要十分条件はR＝Nσとなるσ∈Gnが存在すること。

証明　［3，性質2］より推移的かつ非反射的であれば巾零。従って，命題7

より。逆は，［2，系3．1］より。
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