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ほとんど推移的な関係行列の性質

橋本　寛

ヨ。はじめに

　二項関係は数理科学や計算機科学などの基礎的な分野において重要な概

念であり，その主要な基本的性質は従来からよく知られている9）（1°）一（12＞一

般に二項関係は，O，1の要素をもつプール行列によって表現できるので19）

与えられた二項関係を表現するプール行列である関係行列の性質を調べる

ことによって，はじめの二項関係の性質を明らかにすることができる。と

くに，プール行列とそれに関する演算を用いて考察をおこなうことにより，

もとの関係について直接考察した場合にはなかなか気付かない関係の別の

側面の性質について調べることができる。

　本論文では，ほとんど推移的な関係行列と呼ぶ特殊な関係行列の初等的

な性質を調べている。このほとんど推移的な関係行列は推移関係行列の一

つの一般化となっていて，推移関係行列と密接な関連があり，いくつかの

興味深い性質を有している。ほとんど推移的な関係行列については，すで

に，変更された推移性をもつ関係行列としてその若干の性質を調べて報告

している86）ここでは，その後得られた性質や前回の結果を精密化したもの

について述べている。すなわち，本論文では，まずほとんど推移的な関係

行列のもっている基本的性質について，また与えられた関係行列がほとん

ど推移的となるための条件および必要十分条件について調べている。次に，

与えられた関係行列が連結性のもとでほとんど推移的となるための条件や

必要十分条件，そしてさらに反対称性を追加した場合のそれらの条件など
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について考察をおこなっている。

2。定義

　0，1の要素をもつ正方のプール行列に関する記法および演算を以下の

ように定める。いまR＝〔7η〕，S＝〔Si」）をn次プール行列とするとき

　　RVS＝〔rij＞sが〕＝〔・nax（7、，莇）〕

　　，li～〈S＝　〔r乏ノ〈Sガ〕　＝　〔1］ain（r乏ノ，　S〃）　〕

　　R＝〔riコ〕＝〔1一γヵ〕

　　R×S＝〔（ri、〈S、、）〉（r、2〈∫，、）〉…〉（r、。As。i）〕

　　Rk＋1＝Rfe×R　 （k＝1，　2，　・。・），　R1＝R

　　RIe＝〔7毒々）〕　　（k＝1，　2，　。・・）

　　R1＝〔rfi〕

　　△R＝R〈R’

　　▽R＝R〈Rt
　　R≦S　＜≒＝：i＞　rij≦sガ，　i，ブ＝1，2，　・・。，　n

と定める。

　特殊な行列として，単位行列を1＝〔（S‘，）’〕で，零行列を0で，全要素が1

の行列をEで表わす。R＞Rt＞1＝Eなる関係行列Rは連結的といわれ，

▽R≦1なるRは反対称的であるといわれる。またR2≦Rなる関係行列R

は推移的であるといわれるが，ここでR2≦R＞1なるRをほとんど推移的

な関係行列と呼ぶことにする。本論文では，主としてこのほとんど推移的

な行列Rに関して考察をおこなっている。ほとんど推移的な関係行列は，

推移的な関係行列を一般化した形になっており，適当な条件を付加すれば，

推移的な関係行列となる。たとえば，明らかに

　　R2≦R＞1，1≦R⇒R2＝R

であるし，また第3節の結果において示すように

　　R2≦R＞1，　▽R≦1⇒R2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　G生質25）
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　　R2≦1～VI，　1～n＝0⇒R2≦1～　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’1生質32）

などが成立する。さらに，ほとんど推移的な関係行列から，次のようにし

て推移関係行列を得ることができる。

　　R2≦RVI〈⇒　（R＞1）2＝R＞∫　　　　　　　　　　　　　　（性質12）

　　R・≦R＞1⇒（R＞左2）2≦RVR2　　　　　　　　　（性質8）

すなわち，Rがほとんど推移的であれば，　RVIやR＞R2は推移的となる。

これらの性質については，第3節においてより一般的な性質とともに述べ

る。

3。結果

　まず，R2≦RVIなる関係行列Rのもつ基本的性質について述べ，次に，

与えられた関係行列RがR2≦R＞1となるための条件や必要十分条件につ

いて述べる。また反対称性や連結性のもとで，与えられたRがR2≦RVI

となるための条件や必要十分条件について述べる。最後に，R2≦RVIなる

Rの特別な場合となっているR2≦△R＞1なるRに関していくつかの性質

を述べる。

　〔性質1〕（4）

　　R2≦R＞1⇒すべての1（1＝1，2，…）に対してRi≦R＞1

　〔性質2〕

　　R2≦R＞1⇒すべての1（1　・1，2，…）に対してRi≦R＞R2

　（証明）性質1によって，k＝1，　2，…に対し

　　　　　Rle≦RVI

となるので

　　　　Rfe＋1≦R2VR

ここで1＝k十1とおけば，1＝2，3，…に対して

　　　Ri≦R2＞R＝RVR2

また，明らかにR≦R＞R2であるので，1　・1，2，…に対して



一
58－（276） 第43巻第3・4号

　　　　　1～」≦RV1～2　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上の性質2は，R2≦R＞1のときRVR2が推移閉包RVR2VR3＞…に等

しくなることを示している。

〔性質3〕

　　R2≦R＞1←＞R2≦R＞（R2〈1）

（証明）（1）R2≦RVIのとき

　　　R2〈R2＝R2〈（R＞1）

　　　　R2＝（R2〈R）V（R2〈1）≦R＞（R2〈1）

（2）R2≦R＞（R2〈1）のとき

　　R2≦R＞（R2〈1）≦R＞1

　〔性質4〕すべての1（1＝1，2，…）に対して

　（1）R〈1≦Ri〈1≦Ri

　（2）R2〈1≦R2i〈1≦R2t

　（証明）（1）rii＝1とすれば7！〆）＝1となるから

　　　R〈1≦Rt〈1≦Ri

　（2）　（1）によるQ

　〔性質5〕

1のとき

　（1）R2≦R＞S

　（2）（R＞S）2≦R＞S

　（証明）（1）性質3および性質4によって

　　R2≦RV（R2〈1）≦R＞（R2’〈1）≦R＞S

　（2）　（R＞S）2＝（RVS）×（RVS）

　　　　　　　≦（R＞R＞1）×（R＞s）

　　　　　　　＝R2＞R×S＞R＞S

　　　　　　　≦R2＞R×（R＞1）VRVS

　　　　　　　＝R2＞R＞S

　　　　　　　＝RVS（上の（1）による）

（証明終）

（証明終）

R2≦R＞1で，ある1（1＝1，2，…）に対してR－2’〈1≦S≦RV

（証明終）
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　〔性質6〕

　R2≦RVI〈⇒すべての1（1＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　（R＞（R21〈1））2≦RV（R2i〈1）

　（証明）（1）R2≦R＞1のとき

　性質5（2）によって，すべての1（1＝1，2，…）に対し

　　　（R＞（R2i〈1））2≦RV（R2i〈1）

　（2）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R＞（R2i〈1））2≦R＞（R2i〈1）の

とき

　1＝1とおいて

　　　（R＞（R2〈1））2≦RV（R2〈1）

　　　R2≦（RV（R2〈1））2≦R＞（R2〈1）≦RVI　　　　　　（証明終）

　〔性質7〕

　R2≦R＞1⇒すべての1（1＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　（RVR2’）2≦R＞R2i

　（証明）性質1によってR2i≦RVIとなり，またR21〈1≦R2iであるから

性質5（2）においてS＝R2iとおけば

　　　（RVR2i）2≦RVR2i　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質8〕

　　R2≦RVI⇒（RVR2）2≦R＞R2

　（証明）性質7による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質8に関して，その逆の

　　（RVR2）2≦RVR2⇒R2≦R＞1

は成立しない。いま

　　　　　　110

　　　R＝　011
　　　　　　101

とおけば，
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　　となり，（R＞R2）2≦R＞R2となるけれどもR2≦RVIとはならない。

　　　〔性質9〕

　　　　R2≦R＞1⇒（RVR4）2≦RVR4

　（証明）性質7による。

　〔性質10〕R2〈1≦S≦RV1のとき

　　　R2≦RVIぐ→（R＞S）2≦RVS

　（証明）（1）R2≦R＞1のとき

　性質5（2）によって　（RVS）2≦R＞S．

　（2）（R＞S）2≦RVSのとき

　　　R2≦（R＞S）2≦R＞S≦R＞1

　〔性質11〕

　　R2≦R＞1⇔（R＞（R2〈1））2≦RV（R2〈1）

　（証明）性質10による。

　〔性質12〕

　　　R2≦R＞1〈→（RVI）2＝RVI

　（証明）（1）R2≦RVIのとき

　性質10によって

　　　（RVI）2≦R＞1

ところで1≦R＞1であるから

　　　（RVI）2＝R＞1

　（2）（RVI）2＝RVIのとき

　　　R2≦（R＞1）2＝RVI

　〔性質13〕

R2≦R＞1⇒すべての1（1＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　（R〈1）31－1≦RVR’＞1

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　（証明）性質12によって（R＞1）2＝R＞1だから

　（R〈1）31－1≦R3i－1≦（RVI）31－1＝1～＞1≦R＞R’Vl

　〔性質14〕

　　R2≦R＞1，　R2≦R＞1〈→R2≦1

　（証明）（1）R2≦R＞1，　R2≦R＞1のとき

　　　R2〈R2≦（RVI）〈（R＞1）

　　　　R2≦（R〈」）〉（1〈R）＞1＝1

　（2）R2≦1のとき

　　　　R2≦1≦R＞l

　　　　R2≦1≦1～Vl

　〔性質15〕　次の条件は同値である。

　（1）　R2≦RVI

　（2）　（R＞1）2＝R＞1

　（3）　　（ノぞVI）2≦RVI

　（4）すべての1（1＝1，2，…）に対してRi≦R＞1

　（証明）　（1）〈i＝〉（2）性質12による。

　（2）⇒（3）明らかである。

　（3）⇒（1）　　R2≦（ノヒ〉∫）2≦R＞1『

　（1）→（4）　性質1による。

　（4）⇒（1）明らかである。

　〔性質16〕

　　R2≦RVIく⇒R2〈1≦R

　（証明）　一般に

　　　P≦TVSぐ⇒P〈S≦T
であるから

　　　P＝・R2，　S＝1，　T＝R

とおいて

　　　R2≦RVI〈⇒R2〈1≦R

（279）－61一

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　〔性質17〕⑥

　R＞Rノ＞1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31－1≦R＞Rt＞1

　⇒R2≦R＞1
　〔性質18〕

　R’≦RVI，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31一1≦RIVl

　⇒R2≦R＞1
　（証明）　一般に

　　　R’≦R＞1⇔R＞R’Vl＝E

であるから112）性質17によってR2≦R＞1。　　　　　　　　　（証明終）

〔性質19〕⑧

　RVR1＞1＝E，（R〈i）2≦RIVI⇒R2≦RVI

　上の性質19に関して，

　R＞Rノ＞1＝E，R2≦RVI⇒（R〈1）2≦Rt＞1

とはいえない。いま

R

とおけば，（R〈1）2＝Eとなるが，R「＞1＝Eとはならない。

　なお，一般に

　　（R〈1）2≦Rt＞1〈⇒（R〈1）3〈1＝0

となりi5）⑥次の性質が成立する。

　〔性質20〕（3）

　R＞Rt＞1＝E，（R〈1）3〈1＝0⇒R2≦R＞1

　〔性質21〕

　R＞Rt＞1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対してR3i≦R⇒R2≦R＞1

　（証明）r・ih＝r・f、）＝1とおき，窃Vδ。＝1となることを示す。　i＝ブのとき

は明らかであるから，群ブとする。いま，もし窃＝0とすればri，＝1とな
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る。よって瑠）＝1となり，7卿＝1，ri，＝1となる。したがって7鐸一2）〈rik

〈r・1、」＝1となり，R3i≦Rによってr．＝1となり，矛盾が生ずる。ゆえにr．＝

1となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質22〕

　　R＞R／VI＝E，　R3≦R⇒R2≦RVI

　（証明）性質21による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質22に関して

　　RVRノ＞1＝E，　R2≦R＞1⇒R3≦R

とはならない。いま

　　　　　　011
　　　R＝　　101

　　　　　　110

とおけば，R＞Rノ＞1・＝E，　R2≦RVIとはなるが，　R3≦Rとはならない。

　次の性質はほとんど明らかであるが，念のため証明を与える。

　〔性質23〕

　　R＞R’＞1＝E〈⇒RVR1＝＝R＞1

　（証明）　（1）R＞R「＞1＝Eのとき

　　　RV．Rノ＝RV．R’＞1

　　　　　　＝（RVRtVl）〈E

　　　　　　＝（RVRIVI）〈（R＞RIVI）

　　　　　　＝R＞1

　（2）RVR’＝R＞1のとき

　　　R＞．RtVRi・＝R＞IVR’

　　　　　RVRt＞1＝E　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一般にRVR1＝RVR／Vlであるから

　　R＞Rt＞1＝E〈⇒RVR’Vl＝R＞1
も成立する。

〔性質24〕R＞Rt＞1＝Eのとき



一
64－（282） 第43巻　第3・4号

　　R2≦RVR1←＞R2≦RVI

（証明）性質23による。

〔性質25〕（4）▽R≦1のとき

　　R2≦R＞1←＞R2≦R

（証明終）

　なお，▽R≦1のもとでR2≦Rと同値になるいくつかの条件が文献（8）で

示されている。

　〔性質26〕⑥

　　R2≦R，▽R≦1〈⇒（R〈1）2≦△R

　〔性質27〕　▽R≦1のとき

　　　R2≦R＞1←〉（R〈1）2≦△R

　（証明）（1）R2≦RVIのとき

　性質25によってR2≦R。また性質26によって（R〈1）2≦△R。

　（2）（R〈1）2≦△Rのとき

性質26によってR2≦Rとなるから，　R2≦RVI。

〔性質28〕　▽R≦1のとき

　　R2≦RVI⇒（一R〈1）2≦R1

（証明）性質27による。

〔性質29〕R＞R’＞1＝E，▽R≦1のとき

　　R2≦R＞1〈⇒（R〈1）2≦Rノ

（証明）（1）R2≦R＞1のとき

性質28によって　（R〈1）2≦Rt。

（2）（R〈1）2≦R「のとき

性質19によってR2≦RVI。

〔性質30）（4）RVR’VI＝E，▽R≦1のとき

　R2≦R〈・⇒（R〈1）2≦R／VI

〔性質31〕R＞R’VI＝E，▽R≦1のとき

　R2≦R＞1〈⇒（R〈1）2≦R1＞1

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　（証明）性質25および性質30による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，RVRIVI＝E，▽R≦1のとき，　R2≦RVIと同値になるいくつ

かの条件が文献（4）に示されている。

　〔性質32〕　R｝：＝0のとき

　　　R2≦RVI〈⇒R2≦R

　（証明）R”＝0のとき▽R＝0だから性質25によって

　　R2≦RVI〈＝＞R2≦R　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

次の性質はほとんど自明であり，またよく知られている。

〔性質33〕（2）R2≦Rのとき次の条件は同値である。

（1）R〈1＝0

（2）▽R＝0

（3）Rn＝0

〔性質34〕

　R2≦R＞1，▽R＝0〈⇒R2≦R，　R〈1＝0

（証明）（1）R2≦RVI，▽R＝0のとき

性質25によってR2≦Rとなる。また▽R＝0からR〈1＝0。

（2）R2≦R，　R〈1＝0のとき

性質33によって▽R＝0となり，また明らかに

　　　R2≦R≦RVI　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質35〕

　R2≦RVI，　Rn＝0⇔R2≦R，　R〈1＝0

（証明）（1）R2≦R＞1，　Rn＝0のとき

　Rn＝＝oのとき▽R＝0であるから性質25によってR2≦R。またRn＝0

のときR〈1・＝0となる。

　（2）R2≦R，　R〈1＝0のとき

性質33によってRn＝0となり，またR2≦R≦RVI。　　　（証明終）

　このR2≦R，　R〈1＝0と同値ないくつかの条件が文献（2，6）に示さ

れている。
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　〔’i生質36〕⑥

　R＞R！＞1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して髄（R〈1）3i－1≦Rノ

　⇒R2≦△R＞1

　〔性質37〕R＞Rt＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　ある1（1＝1，　2，…）に対して（R〈1）31－1≦R’

　（2）R2＝R＝△R＞1

　（3）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31　1≦Rt

　（証明）（1）⇒（2）性質36および1≦Rによって

　　　　R2≦△RVI≦R

となる。また1≦RのときR2≧Rであるから

　　　　R2＝△R＞1＝R

　（2）⇒（3）S＝R〈1とおく。いまsSi－1）＝1とおきr，i＝0となることを

示す。このときあるkキiに対してs融s鋤2）＝1となる。したがってr・ik＝

1，791－2）＝1となり，R2＝Rだから，ん＝1，　ri」＝1となる。もしげ＝ブ

とすれば，r・ile＝r、、i＝1となり，R二△R＞1から，　r・ife＝（r・ife〈rl、i）Vδ読＝0

となるが，これは矛盾するので，i　riFブとなる。したがってr、y＝（r、／〈rii）〉（S‘ij＝

1によってrii＝0となる。

　（3）⇒（1）明らかである。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質37は，次の性質38が成立するから，結局は反射的でかつ連結

的な反対称的推移関係に関する性質ということになる。

　また，この性質37に関して

　　RVR’＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31－1≦R1＞1

　　→R2≦△R＞1

は成立しない。いま

　　　　　　　　　11
　　　1＝1，R＝
　　　　　　　　　11

とおけば，（R〈1）2≦Rノ＞1であるけれども，R2≦△RVIとはならない。
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しかし，性質44で示すように，この条件のもとで，R2＝Rとなる。

なお，性質37の31－1を61－1とすれば，性質39が成立する。

　〔性質38〕（7）1RVRt＝Eのとき

　　R2≦R，▽R≦1←〉（R〈1）2≦Rノ

　〔性質39〕（6）RVR1＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦Rt＞1

（2）R2≦△RV（R〈1）

（3）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61’1≦R’VI

　〔性質40〕　R＞R1＝Eのとき

　　（R〈1）2≦R’⇔R2＝R＝△RVI

（証明）　性質37による。

〔性質41〕　R＞R1＝Eのとき

　（R〈1）5≦Rt←＞R2＝R＝△R＞1

（証明）　性質37による。

〔性質42〕R＞R1＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）　ある1（／＝1，2，…）に対して（R〈1）6i　4≦Rt

（2）　R2＝R＝△RVI

（3）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61　4≦R’

（証明）61－4＝3（21－1）－1であるから性質37による。

〔性質43〕ω　RVR「＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）　ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31一］≦R＞R’＞1

（2）R2＝R

（3）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）31－1≦RVR’Vl

〔性質44〕

（証明終）

（証明終）

（証明終）

R＞R’＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）3t－1≦R’VI⇒R2＝

（証明）性質43による。

〔性質45〕

（証明終）
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　ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）21－1≦R’⇒R≦△R＞1

　（証明）γび＝1とおき，（riy〈γガ）〉（S“，）一＝1となることを示す。　i＝ブのと

きは明らかであるから，ゴキブとする。

　（1）1＝1のとき

　R〈1≦、R　tによってrii＝0となり，窃くrfi＝1。

　（2）1≧2のとき

　もしrii＝1とすれば，7！ρ＝1で，傍（i－1））〈7ガ＝1となる。すなわち79’→）＝

1となるからrfi＝0となり，矛盾が生ずる。したがってrfi＝0となり窃くゐ＝

1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質46〕

　ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）2～≦1⇒▽R≦1

　（証明）群ブのとき，もし窃くr，・i＝1とすれば（R〈7）21の（i，i）要

素は1となるが，1の（i，i）要素は0であるので，矛盾する。よって窃

くr／i　＝0。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質47〕

　1≦R，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）t≦R’⇒R＝△R＞1

　（証明）（1）1＝2k－1（k＝1，　2，…）のとき

　性質45によってR≦△R＞1。また1≦Rだから△RVI≦RとなるのでR＝

△R＞1。

　（2）1＝2k　（k＝1，2，…）のとき

　性質46によって▽R≦1。したがって

　　△R＞1＝△R＞1＞▽R＝R＞1＝R　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質47と性質44を用いて，すでに示している性質37の（1）⇒（2）を得

ることもできる。

　なお，性質47に関連して，次の性質の成立することが知られている。

　〔性質48〕（7）

　1≦R，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈」）1≦Rt→▽R＝1
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4。まとめ

ほとんど推移的な関係行列と呼ぶ特殊な関係行列についてその性質を調

べ，いくつかの興味ある初等的性質を得た。この関係行列は推移関係行列

の一つの一般化となっていて，その特別な場合として推移関係行列を含み，

本文中で示したように推移性に関連した性質が成立する。ここで得た結果

には自明のものも含まれているが，従来余り知られていないように思われ

る性質もあり，関係の理論における推移性の周辺の議論において有用であ

ろうと考えられる。なお，ここで考察の対象としたほとんど推移的な関係

行列は，もしそれが反射的であれば明らかに推移的となるので，結局反射

的な推移関係行列についての対応する性質が得られることになる。これら

の性質について考察をおこなうことは興味あることであると考えられ，そ

れについては今後の課題としたい。
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