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体化された技術進歩を伴なう

最適資本蓄積の理論＊

吉　　村 弘

1　は　じ　め　に

　現実の経済が，どのように発展してきて，将来どのように発展するであろう

か，さらにその発展の要因は何か等を分析することは，経済学の重要な役割で

ある。けれどもまた，ある与えられた目的を最もよく満たすという意味での最

適な経済成長径路はいかなる性質のものであり，それを達成するためには経済

変数をいかに制御すべきであるかという問題も，重要な経済問題であると言え

よう。

　後者に属する経済分析としては，ラムゼイ〔9〕流の「最適貯蓄の理論」①，

フェルプス〔5〕一ロビンソン〔10〕流の「資本蓄積の黄金律」及びノイマン

〔4〕－DOSSO〔3〕流の「ターンパイクの理論」という三つの大きな流れ

があるが，これらは「消費のターンパ・イク理論」として一つの流れに統合され

つつあるように思われる。

　これらの流れにそうものとして，端点極大の場合も扱うことのできるポント

リャー一ギン〔6〕の最大値原理を応用して，黄金律径路のターンパイク性を明

らかにしようとする分析がある。まずキャス〔2〕は，技術進歩のない新古典

派的生産函i数をもつ一部門経済を想定して，無期限計画期間にわたる一人当り

消費の評価（効用）の現在価値を最大にする問題を分析し，次の帰結を導出し
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た。（i）任意の初期資本一労働比率から出発する最適資本蓄積径路がunique

に存在し，　（ii）その径路は「修正された資本蓄積の黄金律」径路に漸近的に

近づく。　また（iii），最適資本蓄積径路に対応する最適投資財価格の径路を

uniqueに選ぶことができる。さらに（iv）最適径路上では，資本一労働比率

及び一人当り消費量は，初期の資本一労働比率が「修正された黄金律」径路に

対応するそれより小さい（大きい）場合には，単調に増加（減少）する。

　これに対して，シェル〔7〕は，ピックス中立の外生的技術進歩を伴なう新

古典派的生産函数のもとで，全計画期間にわたる一人当り消費の現在価値を最

大にする問題を扱って，最適径路及び「修正された黄金律」径路において貯蓄

率が1を越える可能性があり，したがって最適径路が達成されえない可能性が

あることを指摘した。さらに，シェシンスキー〔8〕は，技術進歩が，過去の

総粗投資と結びつけられているアロー〔1〕流の「習得」によって生じるとい

う意味で内生化されてはいるが，資本に体化されることはない場合に，新古典

派的生産函数のもとで，無期限計画期間にわたる一人当り消費の現在価値を最

大にする問題を分析している。そこでは最適投資財価格が，キャスの場合と異

なって，資本一（効率表示での）労働比率の単調函数ではないこと，及び競争

経済においては，投資は最適水準よりも小さい水準に近づく傾向があることが

指摘され，その場合の最適財政政策が示されている。

　本稿においては，コブーダグラス型生産函数のもとで，技術進歩が粗投資の

みに体化される場合について，無期限計画期間にわたる一一人当り消費の現在価

値を最大にする問題を取り扱うであろう。

　①拙稿「最適貯蓄の理論ω，（2）」六甲台論集第14巻第1号，第2号参照。

2　資本蓄積のモデル

　我々のモデルでは，資本と労働という二生産要素を用いて，規模に関して収

穫不変であるようなコブーダグラス型生産函数を通じて，一つの同質的な生産

物が産出される。その場合，シェルの分析とは異なって，粗投資なしには技術

進歩を経済内部へ定着させることはできず，またシェシンスキーの分析とは異
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なって，粗投資部分についてのみ技術進歩が体化されるようないわゆるヴィン

．テージ型の技術進歩を想定する。したがって，資本設備はその設立時期によっ

て効率が異なり，ある時点における総産出量は，異なった型の資本設備からの

産出量の総計と考えられる。

　また，資本設備は，その設立の前後において労働と自由に結合されうるいわ

ゆるputty－putty型の資本設備である。その耐用年数は無限大であるが，一

定の率μ（μ≧0）で減価償却されているので，平均耐用年数は1／μであると

想定される。　したがって，τ期に新設された資本設備，すなわちτ期の粗投

資1，，のt期における残存量Kr（t）…1，e－IL（t一τ），とそれに結合される労働L，

（t）とによって生産されるt期の産出量Q。（t）は，次のように表わされる。

（1）　　Q，（t）＝｛eβτK。（t）｝αL，（t）1一α　　for　al1τ≦t

ただし，α（0＜α〈1）は産出の資本弾力性，β（β≧0）はソロー一中立の

技術進歩率であり，それぞれ一定である。ここで，ヴィンテージτの資本設備

のt期における残存量K・（t）の効率表示すなわち有効資本K，（t，）は，

（2）　　Kτ（t）＝e＆K，（t）

で表わすことができるので，（1）は次のように変形できる。

（3）　　Q，（t）＝K，（t）ωL，（t）1一α

また，t期における総有効資本K（t）は，各ヴィンテージの資本設備のt期に

おける有効資本の総和であるから，

（4）K（t）一∫t．．K（t）d・一∫t．．e（β聯L4・．

したがって，t期における総有効資本の純増加分K（t）は次のように示すこと

ができる。

（5）　　K（t）＝eβLIt一μK（t）

すなわち，K（t）は，　t期の粗投資It…Kt（t）の効率表示，いいかえればt

期における総有効資本の粗増加分e　Btl・tから，　t期における総有効資本の減価

償却分μK（t）を差し引いた残りである。

　一方，資本設備がputty－putty型であるので，一定率n（n≧0）で外生
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的に成長している同質的な労働L（t）は，各ヴィンテージの現存する資本設備

に対して，労働の限界生産力w（t）が均等しているように完全に配分されると

考えることができよう①。すなわち，

（6） 讃8≡w（t）f・・all・≦t・

（7）L（t）－L（・）…一∫t．L，（t）d・．

　以上の定式より，各ヴィンテt・一一・・ジの産出量Q，（t）の総和としてのt期の総

産出量Q（t）を，総有効資本K（t）及び総労働L（t）の函数として表わすこと

ができる。

（8）Q（t）イ1．．Qr（t）d・－K（t）・L（t）・一・

　ところで，制御変数である貯蓄率をs（t）とすれば（0≦’s（t）≦1），総

産出量Q（t）のうち一部は貯蓄s（t）Q（t）として次期以後の生産に向けら

れ，残りはその期の消費C（t）として使用される。

（9）　Q（t）＝s（t）Q（t）＋C（t）

　また，生産物の需給一致，すなわち貯蓄s（t）Q（t）と粗投資1しとの均等

は，（5）を考慮して，次のように表わすことができる，，

　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（10）　　s（t）Q（t）＝（K（t）＋μK（t））e一βし

　①労働の限界生産力w（t）は，同質的な労働の自由移動が認められている競争経済に

　　あっては，単位労働当りの分け前すなわち賃金率と考えられるものであるが，本稿で

　　想定されているような計画化された経済にあっては，賃金率が労働の価値限界生産力

　　に等しいとはじめから前提するのではなく，賃金率は，経済の目的を満たすという意

　　味での「最適な賃金率」に決定されねばならない。事実，第6節で明らかにされるよ

　　う1ご，「最適な賃金率」と労働の価値限界生産力が一致するのは，たとえありうると

　　しても，特殊な場合である。

3　資本蓄積の最適計画

　さて，経済の目的は，以上のフレームワークのもとで，歴史的に与えられて

いる初期資本K（0）＝＝K’oから出発して，一一人当り消費C（t）／L（t）の現在
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価値（C（t）／L（t））e　一一　atを計画期間全体にわたって総計したもの，すなわ

ち，

（ll）f（C（t）／L（t））e　一δtld　t

を最大にすることであると想定されている。ただし，将来の消費に対する割引

率δは非負の一定値である。かくして我々の問題は，初期条件K（0）＝K。及

び（7）（8）（9）⑩の制約のもとで（11）を最大ならしめる資本蓄積径路を分析することで

ある。

　ところで，各経済量を，

y（t）葺警8；k（t）…砦を8；・（t）一呈iX／ll－；・（t）一・（t）y（t）

の如く一人当り表示で示せば，我々の問題は次のように表わされる。

ω

（13）

（④

㈲

（16）

C（t）＝（1－S（t））y（t）＝y（t）－Z（t）

y（t）ニk（t）tU

k（t）＝S（t）y（t）eβt一λk（t）＝Z（t）eβt一λk（t）

k（0）＝kQ＞O

c（t）≧0，　k（t）≧0，　0≦s（t）≦1，　t≧O，　0くα＜1，

β≧0，　λ≡n＋μ＞0，　δ≧0

なる実現可能条件を満たす実現可能径路のうちで，

（1・7）∫1・（t）e一δtld　t

を最大にするという意味での最適径路を達成するためには，貯蓄率s（t）をい

かに制御すべきであるか，という問題に帰着する。

　ここで，シエルとは異なって生産函数（13）｝c陽表的に時間tが現われていない

こと，及びそれにもかかわらずシエルと同様に，したがってキャス及びシェシ

ンスキーとは異なって，貯蓄投資均等式（19の中に時間tが陽表的に現われてい

ることに注意すべきである。これは，技術進歩が粗投資に，かつ粗投資のみ

に，体化されるために，効率表示での粗投資が，それの行なわれる時点の技術

状態を象徴する時間tから独立ではありえないためである。
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　かくして，上述の我々の問題にポントリャーギンの最大値原理①を適用し

て，次の定理を導出することができる⑨。　　　　　　　　　　　　・

定理：径路（k（t），s（t），　c（t））が最適径路であるためには，実現可

　　　　能条件」ゆ⑯（ω㈲㈹が満たされ，かつ次のポントリャーギンの条件（】⑳㈲

　　　⑳を満たす連続函数q（t）が存在しなければならない。

（18）

⑲

（z｝o）

q（t）＝（λ十δ）q－｛1－s（t）十q（t）s（t）eβ・｝αk（t）α一1

q（t）＞e一βしならば　s（t）＝1

q（t）＝eβtならば　0≦s（t）≦1

q（t）＜eづしならば　s（t）＝0

1imq（t）eδt　・＝　O
t－）・co

　これら条件式の経済学的含意は次のように考えることができる。

　まず㈹について。説明の便宜上discreteな時間で表わして，　q（t）＝q

（t十1）－q（t）と考え，また｛1－s（t）＋q（t）s（t）eβし｝αk（t）c「　”1

箪r（t）とおけば，⑯は次のように変形できる。

（21）　　q（t十1）十r（t）＝｛1十（A十δ）｝q（t）

　ここで，　（λ＋δ）は，人口増加率n，資本設備の減価償却率μ及び割引率

δの和であり，我々の目的函数⑰のもとでは，n，μ，δはいずれも将来の一

人当り消費の現在価値を低下させる要因，すなわち投資の価値を低下させる要

因であるので，資本蓄積の程度したがってまた迂回生産の程度を低下させる要

因である。すなわち，（λ＋δ）は我々のモデルにおける「利子率」と考えるこ

とができよう。故に，⑳の右辺は，t期における資本設備一単位の価格に相当

するq（t）円の（t＋i）期における価値，いわば元利合計，とみなすことが

できよう。

　一方，⑳の右辺のr（t）は，t期における資本一単位の純収益となみすこと

ができる①。というのは，　t期における資本一単位は（t＋1）期にy’（k）

＝αk（t）α…1だけの純生産物を産出し，そのうちs（t）ev　k（t）α一ユは投資に，

残りの（1－s（t））αk（t）α一1は消費に向けられる。ところで，t期の投資

s（t）αk（t）α一一1は，当該期の技術状態を反映しているので，効率表示では
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S（t）αk（t）α一1eβtで表わされ，価値表示では，当該期の投資価格q（t）で評

価して，q（t）s（t）αk（t）c’　－1　eβtとなる。故に，限界一単位の消費の価値が

1であることを考慮すれば④，投資部分及び消費部分の価値の和であるr（t）

は，資本一単位の純収益である。したがって，資本一単位の（t＋1）期にお

ける価格q（t＋1）とt期の純利益の和である⑳の左辺は，t期における資本

一単位を生産に投下した場合の（t＋1）期における価値を考えることができ

る。

　よって，（L21）したがってまた㈹は，　t期における資本一単位相当額q（t）円

が，生産に投下されようと，あるいは「利子」の獲得に用いられようと，相等

しい限界収益をもたらさねばならないという異時的な効率的資源配分の条件を

意味するものと考えることができよう。

　次に（19）は，当該時点における生産物の消費と投資とへの効率的配分の条件を

示している。すなわち，o〈s（t）〈1言い換えれば生産物が消費と投資の双

方へ配分される場合には，限界一単位について，消費の価値1と投資の価値

q（t）eβtとが相等しくなければならない。またもし投資の価値が消費の価値

より小さい（大きい）場合には，投資は零すなわちs（t）＝o（消費は零すな

わちs（t）＝1）でなければならないことを意味している。

　最後に⑳は，無限の将来の資本の割引された現在価値は零でなければならな

いことを意味している⑤。

　①ポントリャーギン〔6〕の定理7参照。

　②我々の問題は，

　　　M・・1胃（1－・）k・e－・ld・

　　　　　　　　　■　　　subject　to　k＝skαeβ｛－2k，　1≦s≦1，

　　として表わされ，ハミルトニアンHは，

　　　H（q，k，s，t）＝｛（1－s）kα十q（skαeβt－一一λk）｝e一δし

　　である。s（t）は区分的連続函数であると仮定されている。

　③r（t）／q（t）はt期における資本の自己利子率に他ならない。また，0＜s（t）

　　＜1のとき，すなわち生産物が消費と投資の双方に配分されるときには，ag）より，

　　r（t）＝αkα　’”1i－・　yノ（k）〔資本の限界生産力〕となり，　Q8）においてs（t）はexpl－

　　icitlyには現われなくなる。なお，⑳を，



一
　40　－　（40） 第19巻　　第1号

　　ξ18＋織聖デL（・＋・）＋1

　の如く変形すれば明らかなように，⑳したがって⑯は，DOSSO〔3〕の（12－7）

　式の一般化一端点解の場合も含むという意で一般化一と考えることができる。

④限界一単位の消費の価値が1であることは，次のように考えれば一層よく理解でき

　よう。本来，消費cの価値は消費を何らかの尺度で評価したもの，すなわち効用

　U（C），であると考えられるが，我々の目的函数では，U（C）＝Cであるので，限界

　における消費の価値，すなわち限界効用U’（c）は1に等しい。

⑤　この条件は，諸論者の最適成長論における積分値の収束条件に相当する。前掲拙稿

　参照。

4　技術進歩のない場合

　まず技術進歩のない場合（β＝0）を考察しよう。これは，キャスの分析の

特殊な場合となるが，特殊化に伴なって帰結に若干の相違が生じる①。

　（k，q）平面の位相図によって考察しよう。

　（1）　q＝1のとき，（④（18）より，

（22）　　k＝＝skα一λk＝O　or　O≦〆k薫kl

（23）　　q＝O　or　k＝k＊β＿o　ただし

ただしk1《キ）∴

k・・℃一
（　αλ十δ）・㌔＜k・

ここでの（k＝k＊β一〇，q＝1）は，将来の消費の割引がある場合の黄金律径

路であり，このときの貯蓄率s藁β．oは，働より，

　　　　　　　　αλ
C29　s㌔一・＝蘇〆1

となり，δ＝0のときにはs㌔℃＝αとなって，フェルプスーロビンソンのい

わば古典的な「黄金律」径路に一致する。

　（皿）　q＜1のとき，（14）（18）より，

㈲

⑳

（27）

k＝一λk＜O　for　a1】k＞0
’

　　　　　　　　　　　　　　　　a

q＝0・・q＝＝ 7－『暇δヤー1＞0

多是rd！1篇⊃k・・＜・
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㈱纂1げ一α（α一1）k・一・〉・

　㈱⑳より，q＝・oなる曲線は，第1象現にあり，右下りである。　また㈱よ

り，q＝oなる曲線の右ではqは増加し（q＞○），左では減少する（q〈o

）。さらに㈱より，kは常に減少することがわかる。

　（旺）　q＞1のとき，（㊥㈲より，

（29）　　k＝k（kα一1一λ）i菱o　for　k§k1

（30）　　q＝＝（λ十δ一αkα“i）q≡…o　　for　k≡妻k＊β．・・O

　㈲より，k＝・Oはk　・・　k1なる直線であり，その右（左）ではkは減少（増

加）する。また⑳より，q＝oはk＝k㌔℃なる直線であり，その右（左）で

はqは増加（減少）することがわかる。

　以上の結果は第1図に示して
　　　　　　　　　　　　　　　q
ある。

　この場合には，キャスの場合

と異なって，　（i）最適径路は

有限時間で黄金律径路に到達し

②，　（ii）黄金律径路に達する

までは，最適径路上で貯蓄が0

かあるいは1という極端な事態

が生じる。これは，生産函数⑯

がコブーダグラス型であるため

ではなく，目的函数㈲に現われ

る消費がU（C）＝Cという線型

1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　O　　　kec，－o，　k、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第1図

の評価函数（効用函数）Uで評価されているためである③。すなわち，消費が

零のときの限界効用が無限大くlimu’（c）＝。・）であるような一般的な効用函
　　　　　　　　　　　　　　c→0
数を採用するか，あるいは消費に下限を付ければ，こういう極端な事態を避け

ることができる。

　①シェル〔7〕参照。
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②・これについては，次節の㈱及びC39）参照。

③　シェル〔7〕参照。

5　技術進歩のある場合

　技術進歩がある場合（β＞0）には，（1　4）及び⑬より明らかなように，一人当

り資本及び新投資財価格の変化率（k及びq）が時間tの陽表的な函数とな

り，したがってキャス及びシェシンスキーの場合とは異なった帰結をもたら

す。

　（1）　q（t）＝eβ1のとき

　まず，歴史的にBえられた初期条件㈲を無視した場合の準最適径路（k＊（t

），s＊（t），　q＊（t），　c＊（t））から考察しよう。GM）（18）及び，

⑱1）　　q＊（t）＝＝e－　i3　t，

より，uniqueな一一一i人当り資本の準最適径路k＊（t）を導出することができる。

（32）k・（t）－k・（・）・ゐただしk・（・）－G＋詞毒

この準最適径路は，将来の消費に対する割引があり（N＞O）かつ技術進歩が

ある（β＞0）場合の「修正さ

れた資本蓄積の黄金律」径路と

呼ばれるべきものである。これ

は，偶然に初期条件ko・k＊

（0）である場合の最適径路に他

ならない。この径路は，キャス

及びシェシンスキーの場合とは

異なって，ヴィンテージ型の技

術進歩があるために，第2図に

示す如く，捷率醤α

k”’（t）

斌o）

　　　　　　　　　　　　　　　　○
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図

　　　　　　　　　　　一で時間と共に変化する　。

　また⑯及び働より，この場合の貯蓄率s＊（t）は，

㈹・・（t）一了塩・（矯学一研i讐謬mラ

t
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただしmrζ讐αプ

で表わされるuniqueな一定値であるが②，注意すべきことに，パラメーター

間の相対的大きさ如何によっては，s＊＞1なる可能性がある。すなわち，割

引率がハロッド中立の技術進歩率mより小さくないとき（δ≧m）には，必ず

s＊＜1であるが，δ＜mのときには，産出の資本弾力性αが1に十分近い場

合には，s＊＞1となる可能性がある。こういう場合が生じるのは，割引率が

十分小さいこと及び技術進歩が十分大きいことは，共に，現在の消費を低く評

価し，投資（したがって貯蓄）を高く評価することを意味するためであると考

えることができよう。以下の分析ではs＊≦1であると仮定されている③。

　さらに，（3Dより明らかな如く，外生的なピックス中立の技術進歩が想定され

ているシェルの場合とも異なって，「修正された黄金律」径路でのuniqueな

投資財価格q＊（t）は，ソロー中立の技術進歩率βの率で減少する。これは，こ

こでの技術進歩が，シェルとは異なって，新投資にのみ体化されるためである。

すなわち，前述の如く，生産物が消費と投資とに共に配分される（0＜s＊＜

1）ためには，限界において，両用途の価値が等しくなければならない。すな

わちq＊（t）eβ‘・・1。　ところが消費の価値は一定値1であるので（右辺），

技術進歩があるために生じる（効率表示での）投資の増加eβtをちょうど相殺

すべく，投資財価格q＊（t）は減少しなければならないためである。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　（皿）　q（t）〈e　－Btのとき

　まず⑳及び㈲より，一人当り資本のunique

な径路k°（t）を求めることができる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）
（34）　　k°（t）＝k°（0）e　入し　　　　　　k・・（o）

　したがって，k°（t）は一定率λで減少

するので，所与の初期条件k°（0）が「修
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　虞o）
正された黄金律」径路の初期条件k＊（0）

より大きいときには，第3図に示す如く，　0

有限時間to後に（o＜to＜・つ），黄金律径路

t。

第3図
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k＊（t）に到達する④。その場合のuniqueなtoを求めれば，働及び㈹より，

㈲t・一
（f1論β1・9智嬰1；・（k・（・）＞k・（・））

　他方，新投資財価格q°（t）のuniqueな径路は（1⑳㈲及び㈱より次α）ように

求めることができる。

㈱　　q°（t）＝＝Ae（1　‘M）λt’十（q°（0）－A）e（λ＋δ＞t

　　　　　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただしA≡αλ＋δk°（0）nt’　1＞○

故に，k°（t）がk＊（t）に到這するのと同時点toにおいてq°（t）がq＊（t）

に到達するような新投資財価格のuniqueな初期値q°（0）を求めれば，⑳㈲

及び㈲より，

（・Oq・（・）－A＋（琵；1言1－A）・c・…i・・）lc。

この場合には，「修正された黄金律」径路に達するまでは，すなわち02t＜

toなるtに対しては，㈲より明らかな如く，貯蓄率s°（t）＝oであり，一

人当り消費c°（t）＝k°（t）ntとなり，　c°（t）はαλの率で減少することがわ

かる。

　（皿）　q（t）＞eβtのとき

　まず／1　4）及び㈲より一人当り資本のuniqueな径路k・（t）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！－一
㈱　　k1（t）＝｛Beξ1十（k1（○）1－Pt－B）e（1ω）λt｝1一ω

　　　　ただしR…cr与）掃

として求めることができる。（99）におい

て，中括弧の中の第2項は時間と共に

零に収束するので，第1項が支配的な’

項となる。したがって，所与の初期条

件kl（0）が「修正された黄金律」径

路の初期条件k＊（o）より小さいとき

には，第4図に示す如く，tl時間後

に黄金律径路k＊（t）に到達する⑤。

k（t）

粛（。）

k’（o）

0 t、

第4図

t
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このuniqueなt1を求めれば，働及び圃より，

㈲

（4①

t・1最）λ＋β｛1・9（B－k・（・）1鯛・9（B－k＊（。）1’　at）｝・

他方，新投資財価格q1（t）は，㈲㈲及び㈱より，

q1（t）－D・∫聯

ただしP（t）＝＝λ＋δ一evk1（t）α一1eβt，　Dは積分定数，

として導出することができる。積分定数Dは（36）lcおけると同様に，　kl（t）が

k＊（t）に到達するのと同時点においてqi（t）がq＊（t）に到達するように

指定されねばならない。

　この場合には，「修正された黄金律」径路に達するまでは，すなわちo≦t

＜t1なるtに対しては，㈲より明らかな如く，貯蓄率s1（t）＝1であり，

消費c1（t）＝oである。

　また，㈲及び㈱から，初期値が黄金律径路のそれより離れているほど，黄金

律径路に達するに要する時間が大きいことがわかる。

　かくして，第5図に示す如く，次の諸点が明らかにされた。すなわち，歴史

　　　　　　　　　　9（t）

衡）t

　　　　　（厳o），嫉o）

ユ寸・）

暗）

（k（0），（1・（0），0）

　　　　　　　　んの　　　　k？o）

（k（t。）．，仏オ。），t。）

kX（t）

（轟）畝t），t）

第5図
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的に与えられた任意の初期値から出発するuniqueな最適資本蓄積径路が存在

し，それは有限時間後籍に「修正された資本蓄積の黄金律」径路に到達する。

さらに，その最適径路に対応するuniqueな新投資財価格の径路を選ぶことが

できる。また，所与の初期条件が黄金律径路のそれより大きい（小さい）場合

には，黄金律径路に達するまでは，貯蓄率は零（1）である⑦。黄金律径路に

おいては，資本は一定率で増加し，新投資財価格は一定率で減少する。また，

技術進歩が将来の消費の割引に比べて十分大ぎい場合には，黄金律径路での貯

蓄率が1より大きくなる可能性がある。さらに，歴史的に与えられる初期値と

黄金律径路のそれとの差が大きいほど，黄金律に到達するのが遅くなる。

①　外生的なピックス中立の技術進歩がある場合にも，，k＊（t）は時間の函数となる。

　シェル〔7〕参照。

②　S＊＞S㌔一〇であることがわかる。これは，技術進歩が投資の価値を高めるためで

　ある。

⑧ちなみに，α一〇．3，λ＝O．06，δ一〇．05のとき，m－O．2（β　＝O．47）とすると

　s＊≒0，38となり，m＝1とするとs峰≒0．42となる。

④前節の分析において，最適径路が黄金律径路に達するに要する時間は，㈲において

　β＝0として求められる。㈲についても同様である。

⑤s＊≦1よりB－k＊（0）1’at≧0。またk1（0）＜k＊（0）よりB－ki（0）1仇＞B

　－k＊（0）1－　‘M≧0。ゆえに，sw＜1のとき0＜t1＜○○，　s＊＝1のときt1＝GO。

⑥　注⑤で示した如く，所与の初期条件が黄金律径路のそれより小さくかつs＊＝1の

　ときに限って，無限時間後となる。

⑦こういう極端な場合が生じるのは，前節の場合と同様に，消費の評価函数が線型で

　あるためである。

6　投資と資本分配分

　周知のように，フェルプスーロビンソン流の古典的な「黄金律」は，限界生

産力に応じて分配された資本の分配分に等しい投資を行なう径路が，黄金時代

径路のうちで，一人当り消費を最大にする径路であることを意味している。け

れども，以一ドに示す如く，技術進歩及び将来の消費に対する割引がある場合の

「修正された黄金律」径路のもとでは，修正された帰結が導出される。すなわ
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ち（33）より，

㈲・・こα⇔β垂（1一αα）㌦m奪か

であるから，次のように言うことができる。

　もし技術進歩がないとすれば（m＝0），割引がある限り（δ＞0），「修

正された黄金律」径路での貯蓄率は限界生産力に応じる資本の分配率より常に

小さく　（s＊＜α），限界生産力に応じる資本の分配分をすべて投資すれば，

投資は過多となる①。すなわちこの場合には古典的な「黄金律」は成立しえな

い。

　けれども，技術進歩がある場合には（m＞0），たとえ割引があっても，ハ

ロッド中立の技術進歩率が消費の割引率にちょうど等しければ（m＝δ），上述

の古典的な「黄金律」からの帰結は成立する②。さらに，技術進歩が一層大き

いときには（m＞δ）③，限界生産力に応じる資本分配分だけでは投資は過少と

なる。これは，．技術進歩による投資の価値の増大が，割引によるその減少を相

殺して余りあるからである。

　したがってまた，（3）及び（8）より明らかな如く，各ヴィンテージの生産函数及

び総生産函数は，共に規模に関して収穫不変であるので，「修正された黄金律

」径路において，一人当り消費c＊（賃金率とみなしうる）は，m＝δの場合を

除いては，労働の限界生産力w＊に等しくないということがわかる④。

　また，吻⑯幽及び㈱からわかるように，黄金律径路では，一人当りの産出y＊，

消費c＊，粗投資z＊は，すべてハロッド中立の技術進歩率mで成長する⑤。

　①　これは，割引が投資の価値を低下させるためである。

　②　m＜δのときには，技術進歩のない場合と同様の帰結をもたらす。

　③当然，s≦1の範囲内でm＞δでなければならない。

　④　（6）より各ヴィンテージの生産函数と総生産函数とにおいて，一人当り産出量，資本

　　の限界生産力，資本の平均生産力（労働についても同様）はそれぞれすべて等しくな

　　る．したがって，・一仁島となり，ゆえ｝・W・多・・一・・知となる・鯵照・

　⑤y＊＝・　k＊（0）°u・emし，　c＊＝（1－s＊）k＊（0）tu　e・mt，　z＊－s＊k＊（0）ωemt，

　　したがって，一人当りの資本，粗投資，消費，産出，及び貯蓄率，新投資財価格の成
　　　　　A　　　　　A　　　　　A　　　　　A　　　　　　　A　　　　　A
　　長率（k＊，　z＊，　c等，　y＊及びs　＊．，　q＊）の間には次の関係がある。
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G・一一β＜・－9・＜m－◎…e・一含・＜翫塩一Q・．

　　　　　　　　7　最適条件の十分性

　第3節で示したポイントリャーギンの定理から明らかなことは，実現可能条

件⑰～㈹及びポイントリャーギンの条件⑯～⑳の8つの条件は，計画が最適で

あるための必要条件にすぎないということである。けれども，以下に示す如

く，これらの条件は同時に十分条件でもあることがわかる。すなわち，同じ初

　　　　　　A期値k（0）＝k（0）から出発する実現可能条件を満たす任意の径路（k（t），

s（t），z（t），　q（t），　c（t））と実現可能条件かつポントリャーギンの条

　　　　　　　　　　A　　　　　　　／　　　　　　　　A　　　　　　　！へX　　　　　　ノ　
件を満たす最適径路（k（t），s（t），　z（t），　q（t），　c（t））とにおい

て，

　　　∫1（’6－・）…4tこ・

が成立することを示そう。

　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　1へ　　　A．へ
　まずそのための準備として，γ｝・1－s＋sqeβ1とおけば，（19及び（1・s）より，

　　　／　　　　　　　　　　A

働　　γ・max（qeβ〔，1）

　　　メ、　　　　A　＜　＜
㈱　　 q＝（λ十δ）q一γαkα1

となり，さらに㈲及びωより，

　　　　　A　　　A
　　　（1一γ）（C－c）≧0
㈲　　　＜　　　＜　／＼
　　　（qeβL一γ）（Z－Z）≧○　。

　またテーラー展開により，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　k・一窟＋（k－F）αG・－1＋皇㌔堕2α（α一1）倉・2＋…

　　　　　A　　　　　　　　A　　A
　　　　≦kα十（k－k）αkc・’　一　1

であるから，次式を得るゆ。

　　　A　　　　　　　　　　A　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（45）　　kα一kα≧（k－k）αkα一1

　さらに⑳及び㈲を考慮すれば，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

㈲∫呈⑤（k－G）e－・tld　t　＝＝〔a・　一一・・（k一貧、〕1＋f8（G一δq）

　　　x（Q－k）e－・・dt－∫1（G一δq）（蝕）e　一一・・4t．

　以上の準備のもとで，

∫1（G－・）e－・・dt

－

∫1〔（e－・）＋7｛（G・－2－♂）一（k・一・一・）｝＋G｛（e・峨一k）

　　　　　　　　　　　　　の　　　　一（zeβt一λk－k）｝〕e一δtdt

イr〔（1－7）（’6．一・）＋（G・・1－”F）（e－・）＋7（鋲k・）

　　　　　＜　　　　＜　　．　ノ．
　　　　十q｛1（k－k）十（k－k）｝〕e一δtdt

イ1〔〈　／＼γ（kα一kα）＋G｛λ（k－F）＋（R－1，｝〕e　一・・d　t〔・．’（44）S　b〕

≧∫1〔A　A　 ，

γ（k－k）α金α一・＋鰍k一貧）＋（k－k，｝〕e…4t〔・．’（45）より〕

一

∫1（R－k）（7aGa－・－Aa）e－・・4　t＋∫灘一もe－・・4　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一

∫『（ft－k）（7aQα一・一λG）e　一一・・d　t＋∫1（貧一k）（⑤一δq）e－・・4　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔㌔゜（46）より〕

一

∫1（？－k）｛G－（λ＋δ）a＋7α　ta－i｝e－・td　t－・〔∵鋤〕

よって，最適条件の十分性が証明された。

　①これは，生産函数⑬が凹函数ということに他ならない。

　　　　　　　　　　　　φ
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