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連結的推移関係行列の性質ll

橋　本 寛

1．はじめに

　連結的推移関係についてプール行列を用いて考察をおこない，若干の初等

的性質を示している。連結的関係はトーナメントなどの議論において重要な

関係であり，このトーナメントの理論においては多くの興味ある連結的関係

の性質が知られている1）2）7）

　連結的推移関係については，すでに前回の論文4）において考察をおこ

なっているが，ここでは前回示した性質を一般化した性質など前回述べな

かったいくつかの新しい性質について述べている。とくに本論文では反射的

な連結的関係について考察をおこない，この連結性のもとで成立する必要十

分条件をはじめ，いくつかの興味ある基本的性質を示している。

2．定　　義

　以下において使用する記法や演算等は前回の論文4＞の定義に従うものと

するが，いくつかの記号については再述することにする。本論文で扱うプー

ル行列は原則としてn次の行列であり，その要素は0，1からなっているも

のとする。一般にプール行列をR＝〔rtj〕，　S＝〔Stj〕，　T＝〔孟‘」〕，　D＝〔dの

などで示し，とくに単位行列を1＝〔δご」〕，零行列を0，全要素が1の行列

をEで示す。またRκの（むガ要素を瑠で示し，R〈R’を△Rで，　R

〈Rノを▽Rで表す。
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　通常R＞R’＞1＝EまたはR＞Rノ＝Eなる行列Rで表現される関係

は連結的であるといわれる。いずれも応用上重要であるが，以下においては

主としてRVR’・＝Eなる行列Rで表現される関係すなわち反射的な連結

的関係についてプール行列を用いて考察をおこなう。このR＞R’＝Eな

る行列Rで表現される関係は，強い意味で完全（strongly　complete）3）とい

われることもある。

　なお，連結的関係と密接な関連をもつトーナメントはR＞R’＞1＝E

かつ▽R＝0なる行列Rで表現される有向グラフである。ここで▽R＝0

なる行列Rで表現される関係は非対称（asymmetric）であるといわれ，▽

R≦1なるRで表現される関係は反対称（antisymmetric）であるといわれ

るぎ）7）したがってトーナメントは非対称の連結的関係に相当する。

3．結　　果

　まず反射的な連結的関係に関する基本的な性質を述べ，次にこの連結性の

もとでの推移性に関する必要十分条件を示す。またRV　R’＞1＝Eで定

義される連結性に関しても若干の性質を示す。なお，以下の性質には自明ま

たはよく知られているとおもわれるものも含まれているが，これらは他の性

質の証明の都合上，示しておく方が適切と考えられるものである。

　〔性質1〕　RVR’＝Eのとき

ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦R’＞1ならば，　R＝R’＞1。

　（証明）　∬≦Rだから

　　　R≦R2≦…≦Re≦R’VI

したがってS＝．R’＞1とおけばR≦5。

次にS≦Rを示す。8〃＝1（iキノ）とおけば，8ij＝万＝1だから，　Tji

＝ 0。したがってγ‘」＝1。またrti＝1だからSii≦rti。こうしてS≦R。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕　上の性質1において，R＞R’＝EをR＞R’＞1＝Eで
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置き換えることはできない。なぜなら，いま

　　　　　0　1
　　R＝　　　　　　4＝2
　　　　　　　　，　　　　　1　0

とおけば，R＞R’＞1＝E，　Re≦R’＞1であるが，　R＝Rノ＞1とはな

らないからである。

　〔性質2〕　RVR’＝Eのとき，

ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦R’＞1ならば，　Re＝R’＞1。

　（証明）　S＝R’＞1とおき，S≦Reとなることを示す。8ij　＝1

（iキ」）とおけば，8‘」＝ア万＝1だから，rゴi　＝O。したがってTij＝1とな

り，またR＞R’＝Eによってrii＝1であるから7汐＝1かつγ！ρ＝1と

なる。こうして任意のi，ブに対して8‘」≦群）となる。　　　　（証明終）

　〔注意2〕　この性質2に関しても，R＞R’　・・EをR＞Rノ＞1＝E

で置き換えることはできない。例えば

　　R－［9　1］・e－2

とおけば，R＞R’＞1＝－E，　R？≦R／VIとなるが，　Re＝Rノ＞1とは

なっていない。

　なお，この性質2は性質1と類似しているが，性質1の後件がR＝R’＞

1であるのに対して，この性質2のそれはRe＝Rノ＞1となっており，4の

有無が異なっている点である。

　〔性質3〕　RVR’　＝・　Eのとき，

ある4（4＝2，3，…）に対してRe≦R’＞1ならば，　R2＝R。

　（証明）　1≦RだからR≦R2≦…≦－Reとなる。一方性質2からRe

＝： R’＞1が得られ，また性質1からR＝・R／VIが得られる。よってR2＝

R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意3〕　この性質3において4＝1とすることはできない。なぜな
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ら，いま
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0　1　1

1　0　1
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1　0　1

1　1　0

0　1　1
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0　1　1
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1　1　0
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1　0　1

×

1　1　1

1　1　1

1　1　1

であって，R＞R’＝E，　Re≦R’VIとなっているが，　R2ニRとはなっ

ていないからである。

　この性質3の特別な場合として，次の性質が得られるが，これは文献4）

の性質17である。

　〔性質4〕4）　R＞Rt＝Eのとき，

あるk（h＝0，1，2，…）に対してR2’3κ≦R’＞1ならば，　R2≦R。

　（証明）　性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質5〕　RVR’＝Eのとき，

ある4（4＝2，3，…）に対してRe≦R’＞1ならば，　R2＝R’　VI。

　（証明）　性質3および性質1によって

　　　　R2＝R＝Rノ〉∬　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，この性質5で4＝1とすることはできない（注意3を見よ）。
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　〔性質6〕　RVR’＝Eのとき，

ある4（4　＝・2，3，…）に対してRe≦R’＞1ならば，すべてのm（m＝1，2，

…）に対してRm＝R’＞1。

　（証明）　性質5および性質1によって

　　　R2＝R＝・Rノ＞1

したがって

　　　Rπ＝R＝R’＞1　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質7〕　R≦R2で，ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦R’＞1なら

ば，▽R≦1。

　（証明）　rij＝1（i＝t　」）とする。　R≦R2によって班）＝＝　1。したがっ

てγゴε＝0。ゆえにTij〈7ゴ‘＝0。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質中のR≦R2なるプール行列Rはコンパクトな関係を表現す

る行列である茸）

　〔性質8〕　1≦Rで，ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦R／VIなら

ば，▽R＝1。

（証明）　1≦RのときR≦R2。したがっで1生質7によって▽R＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質9〕　R＞R’＝Eのとき，

ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦R’VIならば，▽R＝1。

（証明）　性質8による。

〔性質10〕　▽R≦1〈＝⇒R≦R’＞1

（証明）　（1）▽R≦1のとき

（証明終）

　S＝R’＞1とおく。rij＝1（iキノ）とすれば，　rji　＝＝　0であるのでSij＝

1。また明らかにSii＝1である。よって任意のi，ブに対しrij≦s、、とな

る。

　（2）R≦R’＞1のとき

　　R〈R’≦（R’〈R’）〉（∬〈Rノ）

したがって



一
116－（286） 第35巻第3・4号

　　▽R≦1〈R’≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質11〕　R2≦Rで，▽R≦1ならば，すべての4（4＝1，2，…）に対

してRe≦R’＞1。

　（証明）　性質10によって，▽R≦1のときR≦Rノ＞1となる。また

R2≦RによってRe≦Rであるから

　　Re≦R’＞1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに，性質3で示したとおり，R＞R’＝Eのとき，ある4（4　＝・2，3，

…）に対してRe≦R’＞1であれば，　R2＝Rとなる。また性質9によれば

R＞Rノ＝Eのとき，ある4（4＝1，2，…）に対してRe≦Rt＞1であれば，

▽R＝1となる。

　なお，上記の性質11のRe≦R’＞1をRe＝R’＞1とすることはできな

い。なぜならR＝0とおけば明らかに彫キRノ＞1となるからである。

　〔性質12〕　R＞R’＝Eのとき，

R2≦Rかつ▽R≦1ならば，すべての4（4＝1，2，…）に対してRe　・＝　Rノ

＞1。

　（証明）　性質11によってRe≦Rノ＞1となる。したがって性質2に

よってRe＝R’＞1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　次の性質はほとんど明らかであり，またよく知られているが，以下の性質

の証明で使用するので念のため示す。

　〔性質13〕　R2≦R，D≦1＝⇒（RV．0）2≦R＞D

　（証明）　（R＞D）2＝R2　V（R×D）〉（D×R）＞D2

　　　　　　≦R＞R＞RVD＝RVD　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質中のDおよび次の性質中のDはともに対角行列である。

　〔性質14〕　▽R≦1，D≦1のとき，

　　R2≦Rぐ＝⇒（R〈D）2≦R〈D

（証明）　（1）R2≦Rのとき

S＝R〈Dとおく。8、κ〈8κゴ＝1，8‘ゴ＝0とすれば

　　8iκ＝riiC〈d‘κ＝1からriκ＝1，　d‘κ＝0
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　　8κ」ニrκゴ〈（1　，jニ1からriCj＝1，　dκノ＝O

　　Sij＝7‘ゴ〈d　iゴ＝0

このとき7‘」＝1なのでd、、＝1。したがってi＝」でdii＝1。また

　　　riit〈riCi＝rtκ〈7κノ＝1

となって，▽R≦1からi二ん。よってd‘，＝dtκ＝0となるが，これは

dii＝1と矛盾する。ゆえに8、j＝1でなければならない。

　（2）（R〈D）2≦R〈Dのとき

　性質13によって

　　（（R〈D）〉（R〈P））2≦（R〈D）〉（R〈D）

したがって

　　　R2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質15〕　▽R≦∬のとき，

　　　R2≦Rぐ＝⇒（R〈1）2≦R〈1

（証明）　性質14による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質16〕　R＞Rt＝E，▽R≦1のとき，

　　　R2≦R〈＝⇒（R〈1）n＝0

（証明）　S＝R〈1とおけば

　　　SVS〆＞1＝E，▽S＝0
したがって，文献4）の性質5によって

　　　S2≦S〈＝⇒sn＝0

性質15によって

　　　R2≦Re＝⇒S2≦S

したがって

　　　R2≦Rぐ＝⇒sn＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質17〕　R＞R’＝E，▽R≦1のとき，

　　　R2≦R〈＝⇒（R〈1）3〈1＝0

（証明）　S　・＝R／＼1とおけば

　　S＞S’VI＝E，▽S＝0
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文献4）の性質27によって

　　S2≦S〈＝⇒S3〈1　＝＝0

性質15によって

　　R2≦Rぐ＝⇒S2≦S

したがって

　　R2≦R〈＝⇒（R〈1）3〈1＝0

　〔性質18〕　R＞R’＝E，▽R≦1のとき

　　R2≦R〈＝⇒（R）2≦R

　（証明）　文献4）の性質25による。

　〔性質19〕　R＞R’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）すべての4（4＝1，2，…）に対してRe＝R’＞1

　（2）すべての4（4＝1，2，…）に対してRe≦R’＞1

　（3）　　R2＝Rノ＞1

　（4）　　、R2≦R’VI

　（5）ある4（4＝2，3，…）に対してRe＝R’VI

　（6）ある4（4＝2，3，…）に対してRe≦R’＞1

（7）　　R2≦R，　▽R≦1

（8）（R〈1）n＝0

（9）　　（R／＼　1）3／＼1＝　0，　▽R≦1

（1①（R）2≦R，▽R≦1

　（証明）　（1）＝⇒（2）自明

（2）＝⇒　（3）性質5による。

（3）＝⇒（4）自明

（4）＝⇒　（5）性質5による。

（5）＝⇒（6）自明

（6）＝⇒　（7）性質3および1生質9による。

（7）＝⇒　（1）性質12による。

（7）〈＝⇒　（8）性質16によって

（証明終）

（証明終）
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　　　R2≦R，▽R≦1〈＝⇒（R〈1）n＝0，▽R≦1

ここで（R〈1）n＝0のとき（R〈1）〈（R〈1）ノ・＝0であるのでR〈R’

〈1＝0すなわち▽R≦1。したがって

　　　R2≦R，▽R≦1ぐ＝⇒（R〈1）η＝0

　（7）〈＝⇒　（9）性質17による。

　（7）¢⇒　⑳　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　反射的な連結的関係が推移的でかつ反対称であるとき，これは全順序

（linear　order）6）と呼ばれる。すなわち全順序を表現するプール行列Rは

次の条件を満足する。

　　　　　　　　　　　　　　　1≦R

　　　　　　　　　　　　R＞R’〉∬＝E

　　　　　　　　　　　　　　R2≦R

　　　　　　　　　　　　　　▽R≦1

明らかに，この条件はまた次のように述べることもできる。

　　　　R＞R’＝E

　　　　R2≦R（またはR2＝R）

　　　　▽R≦1（または▽R＝1）

したがって上記の性質19は全順序に関する必要十分条件であると考えること

ができる。

　〔性質20〕　すべての4（4＝0，1，2，…）に対して，R2e＋1≦R’＞1なら

ば▽R≦1。

　（証明）　rij＝1（i＝t　j）とすればR2e＋’≦R’＞1によってγ望＋1＞＝0。

もしγゴ‘＝1（4キ0）ならば瑠≧γ‘ゴ〈γゴ‘＝1。したがって

　　　　γ膨＋1）≧rji〈嘱の＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　，

となって矛盾する。ゆえにTji＝0すなわち▽R≦1。　　　　（証明終）

　上記の性質20の4＝0の場合に関しては，すでに性質10で示しているよう

に

　　　　▽R≦1ζ＝⇒R≦R’＞1
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となる。また性質9で示しているように，R＞Rノ＝Eであれば，　Re≦Rt

VIのとき，▽R＝1となる。

　〔注意4〕　なお，一般には

　▽R≦1のとき，すべての4（4＝O，1，2，…）に対して

　　R2e＋1≦R’VI

とはならない。例えば，いま

R＝

とおけば，▽R≦1であるが，

R2一

π〉・一

となってR2e＋1≦R’VIとはなっていない。

　また，上記の性質20のR2e＋1をReで置き換えることはできない。この点

に関しては以下で示す注意5を参照せよ。

　〔性質21〕　（1）R〈S≦T〈＝⇒R≦SVT

（2）すべての4（4＝1，2，…）に対して，

　　Re〈R’≦1ぐ＝⇒Re≦R’＞1

　（証明）　（1）R〈S≦T〈＝⇒R〈S〈T＝0

　　　　　　　　　　　　ぐ＝⇒R〈（SVT）＝0

　　　　　　　　　　　　〈：＝⇒R≦s＞T
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　（2）（1）によって明らかである。

　この性質21（2）の特別な場合として

　　　▽R≦1ぐ＝⇒R≦R’＞1

が得られるが，これはすでに示している性質10である。

　〔性質22〕　すべての4（4・＝1，2，…）に対して，

　　　Re〈R’＝0〈：＝⇒Re≦Rノ

　（証明）　自明

　〔性質23〕　すべての4（4＝1，2，…）に対して，

　　　Re〈Rノ＝0仁＝⇒Re＋1〈1＝0

　（証明）　（1）Re〈R’＝0のとき

　任意のi，」についてγ19〈7ゴ‘＝0だから嘱＋1）＝0。

　（2）Re＋1〈1＝0のとき

　蠣＋1）＝0だからγ19〈γji＝0。

　〔性質24〕　▽R＝0〈＝⇒R2〈1＝0

　（証明）　性質23による。

（291）－121一

（証明終）

（証明終）

（証明終）

　なお，▽R　・＝0と同値な条件については文献4）の性質20でも示している。

　〔性質25〕　すべての4（4ニ1，2，…）に対して，

　　　Re＋1〈1＝0〈＝＝⇒Re≦Rノ

　（証明）　性質22と性質23による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質26〕　Rn＝0のとき，すべての4（4・＝1，2，…）に対してRe≦Rノ。

　（証明）　性質25による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　もしR2≦Rであれば，文献4）の性質13によって

　　　Rn＝0〈＝⇒ある4（42＝1，2，…）に対してRe≦R’

となる。

　〔性質27〕　R＞R’＞1＝Eのとき，

ある4（4＝0，1，2，…）に対してR2e＋1≦R’ならば，▽R＝0。

　（証明）　R2e’1≦Rノ≦R’＞1であるから，性質20によって▽R≦1。

またR2e＋1≦R’によって7膠＋1）≦兀だからTiiニ0。したがって▽R＝0。

靹
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意5〕　RVR／VI＝Eのとき，ある4（4＝1，2，…）に対してRe

≦R’であっても，一般には▽R≦1とはいえない。例えば

R＝
0　1

1　0
　4＝2，

とおけば，

R’＝R＝
1　0

0　1
＝1

　　　Re＝R2＝1

であって，RVRt＞1＝EかつRe≦盆フとなるが，▽R≦1とはなって

いない。

4．まとめ

　反射的な連結的関係行列の初等的性質について述べ，とくに主要な結果と

して，この条件のもとで成立する必要十分条件を示した。反射的な連結的関

係の特別な場合として線形順序6）があるように，反射的な連結的関係は応

用上しばしば現われ，また重要であるので，ここで得た結果もそのような場

合の議論において有用であろうと考えられる。

　連結的関係については前回および今回の論文で述べた性質以外にも

数多くの興味ある性質がある。例えば，連結的関係行列の自乗のもつ性質’）

2）　5）

などがあり，これらについて考察することは興味あることである。また

有向グラフの連結性との関連で考察することも今後の課題の一つであるとお

もわれる。
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