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コブ。ダクラス生産関数の拡張

木　　藤　　正　　典

　　　　　　　　　　　　1　は　し　が　き

　P．Douglasによって提唱されて以来，　Cobb－Douglas生産関数は理論経済

学或は経済統計学の上で，長らくその輝かしい位置を保持している。しかし近

年，要素代替弾力性の問題よりして，CES生産関数がCobb－Douglas生産

関数（以後CD生産関数と略記する）の拡張として出現した（〔1〕）①。更

に最近では，CES生産関数は要素代替弾力性が一定であることに批判が加え

られ，可変な要素代替弾力性をもつ生産関数が提案されている（〔6〕・〔8

〕，〔g〕，〔10〕）。小論はCD生産関数の直接の拡張として，可変な要素

代替弾力性をもつ1つの生産関数を試作するものである。

　CD生産関数はその数学的な表現が簡単であることが最も特色であるが，経

済的な特色は

　　（／）constant　returns（一次同次生産）

　　（ロ）要素生産弾力性一定（要素分配率一定）

　　⑭　要素代替弾力性＝1

　　←＝）中立的技術進歩

である。（ロ），◎は生産関数の同次性（1次同次とは限らない）とex）とより導か

れる（〔5〕）。従って本質的な特色は

　　　（i）1次同次性

　　　（ii）・要素イtl養季弓単プJ・ifl三＝　 1

の2つである。従ってCD生産関数の拡張はこの2点についての拡張である

が，生産関数の同次性（1次同次とは限らない）の仮定は否定する根拠がない
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様に思われる。しかし，1次同次性については従来多くの議論があるので，そ

れを仮定しないのが一般的な取扱い方法であろう。従って以後は生産関数のm・

次同次性（m＞o）を仮定する。

　次に要素代替弾力性（以後ρにて表わす）についても問題があり，経済安定

性の立場からは，ρ＝1は安定不安定の境界にある値であり，その様な特殊な

値に固定しているCD生産関数は一般性を欠くこととなる。その意味におい

て，CES生産関数の採用は当然のことであろう。しかしながら，規模の変動

或は技術の進歩に対してρが一定であるという仮定は，生産関数としての資格

に制限を付するものである。小論においては，’ ρは一定でなく，特別の場合に

のみρ＝1となる様な生産関数を考えて見たい。ただし，その生産関数はCD

生産関数の拡張とはなつているが，CES生産関数の拡張とはならないもので

ある。
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2　m次同次生産関数

　2生産要素（資本と労働）による生産を考え，資本量をK，労働量を乙，生

産物の量をY，時間をtにて表わし，生産関数を

　　　Y＝F（K，L，　1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　（2，　1）
　　　Yκ（K，L，　t）＞0，　IY．（K，　L，　t）＞0

とする・なお関数はすべて必要な回数まで連続的微分可能であると仮定し，F

（K，L，　t）はKと乙に関してm次同次（m＞0）と仮定する。またγκ，

Yp等はYの偏導関数を示すものとし，次の諸量を定義する。

　　YK
a≡一アーκ

　　YL6≡一ア『乙

　＿γL
ω＝　　YK

　　Kle　”一一一

L…

（資本の生産弾力性）

（労働の生産弾力性）

（限界生産力比率）

（資本労働比、率）

　　　　　∂k　　　　（YK／［YL）　　1　　ω
ρヨー万てア表7ア。）一　τ＝”’o－a’，『’万

　　　　　　　　　　　　　　　　万蕉
　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　（資本労働代替弾力性）
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　　　∂ω　　　　はω＝ω（k，t）においてt＝一定であることを示す。ただし∂々

　（2，1）はK，乙のm次同次関数であるから

　　FKK十FL乙＝mY・・・・・・・・…　一∵・・・…　…・・・…　……　…・・・・・・・・・…　（2，　2）

　　Y＝LMF（le，1，　t）

なる関係が成立し

　　F（le，1，　t）＝ノ（k，　t）

とおけば

　　　y：＝Lmf　（le，　t）　・・・・・…　一。。・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…。・・・・・・・・・…　（2，　3）

となる。なお（2，2）から

　　　a十b＝m
なる関係が成立し，　（2，3）から

　　　YK＝LM－1fk
　　　　　　　　　　　　　　　　　………………………・∵…（2，　4）
　　　YL＝LM－1（mf　一一　fiC　le）

を得る。従って

　　　σ一争

　　　b－一一一VL’ck　　．．＿＿．．………………（2，5）

・

ω一
喫一々

　　　　　　（mf－f　le　le）fk
　　　ρ＝｛（m－1）ノ、2＝〃2〃爾ん

となる。なお（2，5）から

　　　豊一z・・：一・一・……………一・…・一一一・…一一（2・6）

なる関係が成立する。

　さてρの定義式から　　　　　　　　／

　　　∂ω一1　∂k
　　　ω一ρ　　k

であり，もしρがんの関数として与えられれば
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　　　ω一・（の・ψ燦，（・（t））〉・）……………………（2，7）

となる。ただし‘（t）は積分定数を示す。従って（2，5）から

　　　fiC　m
　　　7－＝ω＋万゜°…°…’…’………°°……’…’°…°……（2・8）

となり

　　　f－・（t）ん鞍4か・一・一……………・・一…………（2，9）

として関数1（le，　t）が確定する。またρがωの関数として与えられる場

合，或はω（σ又はbでもよい）がleの関数として与えられる場合も（2，8

）或は（2，6）より，全く同様にしてf（k，t）が定まる。

　　　　　　　　3　可変的代替弾力性をもつ生産関数

　可変的代替弥力性をもつm次同次生産関数（以後VES生産関数と略記する

）の一般的導出法は（2，7），（2，8）で示されているが，以後はCD生

産関数の拡張であって，しかも数学的に取扱いが容易である一ものを求めること

とする。その条件に適するものとして，ρが々の1次分数関数であって

　　　　　C十D　le　　　　　　　　　　　　　　　dρ
　　　ρ＝A＋B．le・CD≒0・7万≒0…°…・…………………（3・1）

である場合①のみについて考える。ただしA，B，　C，　Z）はtの関数であると

考える。

　COキOであるから

　　　　　　　　D
　　　　　　1＋δ々
　　　ρ＝＝
　　　　　A　B　　　　　　　　　D
　　　　　z∫＋万’万々

であり

　　　A　　　　D
　　　万＝u・ご＝E・刀＝v

とおけば，dρ／dle，e　OよりUbFVであって　　　　　　　　　　『
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　　　ρ一詩㌘万，（u・・V）………・一…一・一・…………（3・2）

であり（2，7）は

　　　ω＝c（彦）kσ（1十Ek）v－u，　（U≒V）………………………　（3，　3）

となる。故に（2，8）は

　　　5Lπ丁万万論万戸丁万……………・・一・………（3，4）

となる。

　求める生産関数が極限としてCD生産関数となり，しかもその関数形が簡単

なものであることが望ましいので，次の仮定をおく。

　〔仮定1〕　（3，2）において

・　　　　　1imρ＝1或はlimρ＝1
　　　　　　　E→O　　　　E→A・，・

　　の何れかが成立する。

　〔仮定皿〕　　（3，4）において，右辺は々の有理式で，分母の次数は2以

　　下である②。

　仮定1よりUニ1或はV＝1の何れかが成立しなければならない。

　（a）U＝1の場合

この場合は7≒1であり

　　　ム　　　　　　　m
　　　f　＝i「i（t）「ん（1＋Eゐ）アー1－：F－k’

であるから仮定皿よりV・＝oj〈は2でなければならない。

　（i）V＝0の場合

（3，2），　（3，3），　（3，4）はそれぞれ

　　　ρニ1十Ek

　　　ωr鰺万一・…………………………・一…………………（3，5）

　　　．ん＿＿塑一（⊥±旦塵〉一．一．一．－

　　　　f－k｛（1十c）十Eん｝

となる。故に



　　　　　　　　　　　コブ・ダクラス生産関数の拡張

　　　ノ＝・c（渉）が｛（1＋6）＋Eん｝β

たテこし

　　　α一一1肇7β一一罪告（－m一α）

である。故に

　　　／l：：：：∵1＋cア

とおけば

故にF－PK・・　（L＋QK）・－PK・・　L・（i　＋Q｛ii）・……（1）

を得る。

　（ii）　V＝2の場合

（3，2），　（3，3），　（3，4）はそれぞれ

　　　　　1十Eん
　　　ρ＝丁平2E々

　　　ω＝ごle（1＋Ek）

　　　ム　　　　　m
　　　ノーん｛（1十C）十CEk｝

となり

　　　ノー・（t）々・｛（1＋・）＋・Eゐ｝一ω・（α「砦）

となる。故に

　　　　P（t）一て昏告

v

／

　　　　Q（t）・・TC－＋E－i

とおけば

　　　　　　Ple　tU

（281）　－21　一

ノ＝＝1）々α（1十Q々）β……………・・・・・・…　………　……　……　……　（3，　6）

f＝（s＋Qk）・°……’”’…’……°…’”…’…°’”（3・7）
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故にF一㌃雛一P轟瀞……’………（皿）

を得る。ただしβ＝m一αである。

　（b）γ＝1の場合

この場合はσキ1であり

　　　fiC　　　　　　m
　　　f－C（t）々π（1十Ek）1－u十k

であるから仮定liよりU＝0又は2でなければならない。

　（i）　U＝0の場合

（3，2），　（3，3），　（3，4）はそれぞれ

　　　　　1十E々
　　　ρ＝万」「

　　　ω＝‘（1＋Ek）

　　　fk　　　　m
　　　　f－C十（1十cE）k

故にノー・（t）｛c＋（1＋cE）・le・｝・・（α一一r避，E）

iS（1〈

　（9：：：：1∵融

をおけば

　　　f＝P（k十Q）α。・…　一・・…　。・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　■■・・・・・・・・・・…　（3，　8）

故にF・・P（K＋QL）・・　L・－PK・・　L・（1＋Q妥）・…一一・一一（皿）

を得る③。

　　（’ii）　U＝・　2の場合

　（3，　2），　（3，　3），　（3，　4）は

　　　　　1十Ek
　　　ρ＝”2＋FEile／一

　　　　　　‘k2
　　　ω「＋β万
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　　　fk　　m（1十E　le）
　　　　f一ん｛1十（c十E）ゐ｝

となる。故に

　　　f－G（t）le・m｛・1　＋（c＋E）｝一β・（β一暑釜）

撚 ｛；：：：二鶯

とおけば

　　　f＝＝Pんm（ん十Q）一β・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一（3，　9）

を得る。故に

F＝てf羅一…β）……一…一一…（lv’）

となる④。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑．
　①　C又はDが0の場合は（2，7）の右辺にθ油又はeiCの形の関数が現れて，後述

　　の仮定fiを満足する様な簡単な形とならない。

　②　分母が3次以上の整式であれば，一般にはfにtan－1k又は召緬等の因子が現れ

　　る。

　③（亙）において

　　　÷－F・，ムーP・，畳一K・，士一L…一（・，1・）

　　とおけば
　　　　　　　　　k…L・β
　　　　F＊＝P等＋Q萄一

　　となる。これは（9）と同じ形である。

　④　（IV）において（3，10）なる変換を行えば，

　　　　F・－P・K・・L・＊B「（1＋Q暮）β

　　となる。これは（1）と同じ形である。

　　　　　　　　　　　4　VES生産関数の性質

　（3，1）から生ずる生産関数或は（1），（D，（皿），（IV）の4種
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の生産関数については次の様な性質がある。

　〔定理1〕　（3，1）から生ずる生産関数において，U，　Vが定数であっ

て，　（2，7）に関して

　　　6（の＝sE匹1，（S＝定数）………………………………（4，1）

が成立すれば，その生産関数はFactor　Augumentig（以後FAと略記する），

である。逆にU，γが定数のとき，（3，1）から生ずる生産関数がFAであ

れば，（4，1）が成立する。

　〔証明〕　木藤〔5〕により（2，1）がFAであるための必要十分条件は

資本分配率αがtの関数とkとの積の関数であることであるが，　（2，6）よ

りその条件は

　　　ω　　m『a
　　　ん　　　a

がtの関数とkとの積の関数であることである。

　（d）前半の証明

（4，1）が成立すれば（3，3）から

　　　　　　　万＝6（Ele）σ一1（1＋Ele）v－u・　（σ・Vは定数）

となる故それから生ずる生産関数はFAである。

　（ロ）後半の証明

　　　　　　　万一ψ（k・t）

とおけ亭ま，　（3，　3）カ〉ら

　　　ψ（k，　t）＝cku－1（1十E々）u　v……・一・・・…　………………　（4，　2）

であるが，9（t）をtのある関数とするときは仮定から

　　　ψ（k，t）＝G｛々9（1）｝

である。ただし0（X）はXのある関数を示す。

故に

　　　　伽＝G’9（t）

　　　　OPt＝Gtk9’（t）
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より

　　　々ψκ　9（t）

　　　90t－gt（t）

となり（ん物）／ψtはんを含まない。然るに（4，2）から，U，　Vが定数で

あれば

　　　ゐψL（2互二V二Ω互塵土く－U＝二1）．
　　　　　pt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　gpt　｛」LE＋（σ一v）E’｝lt＋c
　　　　　　　c　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

を得る故

　　　　　　　　　　　　　　　　

である。Z7キγであるから故に

　　　像’一肇（u－1）

を得る。故に

　　　C　＝：　s　EU－1，　（S＝定数）

となる。

　〔系〕　（1），　（皿），　（皿）．，　（W）は何れもそれがFAであるための

条件はα＝定数（或はβ＝定数）である。

　〔証明〕　（1）はσ＝1，y－0，（DはUニ1，V－2，（m）はU

ニ0，V＝1，　（IV）はU＝2，　V＝1である。　（1），　（ll　）の場合は（4

1）より‘＝S＝定数であるから’

　　　α一1「砦一定数

である。　（皿）の場合は（4，1）よりcE＝S＝定数であるから

α一揮㌃一定数

である。 （IV）の場合は（4，

　mE　　　m
Pt；　　一

1）より‘／E・S＝定数であるから

‘＋E＝丁＋s冒＝定数
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である。

　〔定理2〕　（3，1）から生ずる生産関数の技術進歩がHicksの意味で

中立的であるための条件は（3，3）においてU，V，　E，　c（t）が何れも定

i数であることである。

　〔証明〕　（3，1）の技術進歩がHicksの意味で中立的であるための必

要十分条件は，ω＝γL／YKがtを含まず，　kのみの関数であることである。

然るにその条件は（3，3）よりZ7，　V，　E，　c（のが何れも定数であること

である。

　〔系〕　（1），　（1），（m），　（IV’）は何れもそれがHicksの意味で

中立的な技術進歩をなすための必要十分条件はα＝定数（或はβ＝定数）であ

ってQ＝定数であることである。

　〔定理3〕　〃2≒1の場合は（3，1）から生ずる生産関数はHarrodの意

味での中立的技術進歩をなすことはない。

　〔証明〕　木藤〔5〕よりm≒1のときm次同次生産関数がHarrodの意味

で中立的であるのは

　　　γ＝C（t）KαLβ，　（α＋β＝m）

なる場合のみであり，そのときはρ＝1である。従って（3，1）は成立しな

い①o

　次に（1），（豆），（皿），（IV）は何れも

　　　f（k・t）ニle・”（A＋Bk）・，（z，μはt・（2）みの関数）……（4，3）

なる形で表わされるが，それに関して次の定理が成立する。

　〔定理4〕　（3，1）から生ずる生産関数でノ（k，t）が（4，3）の形

で表わされるものは，　（1），（D，　（皿），（IV）のみである。

　〔証明〕　　（4，3）より（2，5）によってρを計算すれば

　　　ρ一1下筋＝・＝μ）B・々1響裟嘉一両薇＋λ（m一λ）A，

となる・従って露キ・でkの1次騰式となるのは次の4つ暢合暇る。

　（／）λ＋μ＝m，λ（m一λ）≒o，
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　　（ロ）λ＋μ＝0，　A（m一λ）≒0，

　　のλ＝o，　（λ＋μ）（m－ft－Pt）≒o

　　←）　λ＝〃z，　　（λ十μ）（〃z一λ一μ）≒0，

これらの場合はそれぞれ（1）；（λ＝α，μ＝β），　（D　；（λ＝α，μ＝一α），

（皿）；（λ＝0，μ＝α），　（W）；（λ＝m，μ＝一β）の場合であることは

明らかである。

　以上より（3，1）と仮定1，亜が成立すれば（4，3）が成立し，　（3，

1），　（4，3）が成立するものは（1），　（D，　（皿），　（IV）より他に

はない。それらの場合，α二定数であれば，何れもFAであり，更にQ＝定数

（iF　O）ならHicksの意味で中立的技術進歩をなすが，魏≒1の場合はHar－

rodの意味での中立的技術進歩はなし得ない。なおわれわれの求めている生産

関数は，CD生産関数の拡張である点に留意して，以後は次の様に仮定する。

　〔仮定］1〕　α，βは何れの場合も定数である。

　①m＝1の場合，（D，（DがHarrod　neutra1である条件はα＝定数であっ

　　てP－・（1Q）・・（・一脚であることである・また（皿）・（m・ついては

　　α＝定数であってP　・＝　s　Qβ，　（s＝定数）であることである。

　　　　　　　　　5　VES生産関数の選択

　前々節で4つのVES生産関数を得たのであるが，そのうち何れがCD生産

関数の拡張として最も適当であ為かを吟味したい。先づ4つの生産関数の性質

を調べることとする。なおCD生産関数の直接的な拡張とするため次の2つの

仮定を追加する。

　一〔仮定IV〕　0＜α＜1，　0＜β＜1

　〔仮定V〕　ρ＞0

（1）F－PK・・L・（1＋Q砦）・

　　　f…P・le…（1＋Qk）？………一一一・一・………一一・・（5・1）

故にρ一1＋饗Q々
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よりQ＞・なら1＜・〈　　dρ％　
一 　　一　，dん〉・

呵：：∵（〈一’6）∴∵’／－S－Z＜・

またf・＝P　le　a－1（1＋Qk）β一1αρ〉・・（Q＜・のときは・＜le＜一論）

　　　ノ肋＝P々α一2（1・＋Qfe）β一　2　｛m（m－－1）Q・k・＋2α（m－1）Qle＋α（α一一　1）｝

ikl（1・－Q＞・なら

　　　Q＜°ならf・・…〈・（ただし・＜んぐ論）

（N）F－Pκ・乙・（1＋Qti）一・

　　　f　＝＝P　le　at（1＋Q・le）一α…………………………………………（5，2）

故にρ一1一 β触齢

よりQ＞・なら1＞ρ〉去・露く・

　　Q＜・なら・＜le＜一漏（ぐ毒で1＜ρ〈・・，多£〉・

また　ノκ＝Pα々偽1（1＋（？k）一α一1　＞0

　　ノ肋＝Pαkω一2（1＋Qk）一ω一2｛（m－1）α一（β＋2mQk）｝／m

故にQ＞0・或はQ＜0でm≦1ならf　iCi、〈　Oであり，　Q＜0でm＞1なら

峰膓6縦ってf・、、、≦・である．

（皿）F－PK・乙・（1＋Q妥）・

　　f　一＝P（k＋（？）ω…………一……………………………e！t…（5，3）

　　　　　　mQ
　　ρ；1＋砺
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　　　　　　　　　　　　　　　dρ
　　　　　　　　　　　　　　　　　＜0より　Q＞0なら　oc＞ρ＞1，
　　　　　　　　　　　　　　　d々

　　　Q＜・なら一饗Q＜le＜・・で・＜ρ〈　　dρ1・泥万〉・

また　fiC＝Pα（k＋Q）α一1＞0

　　　ノ肋＝Pα（α一1）（le＋Q）α一2＜O

（w）F－PK・L・（1＋Q妥）一・

　　　ノ＝Pkm（k＋Q）一β

故にρ一1－－2藩砺

よりQ＞・なら去くρ〈1，f／〉・

　　　Q＜・なら一一一2－｛．ll！SIQ＜k＜・・でQ＞ρ＞1，歪各く・

また』 fl＝Ple　m－1（k＋Q）：β一1（mQ＋α々）＞0

ノkiC＝Pんα一2（k十Q）rβ皿2｛一α（1一α）k2－2mQ（1一α）ん一トm（m－1）Q2｝

故に　Q＞Oなら

Q＜・なら

｛

m≦1では

m＞1では

m≦1では

m＞1では

ρ　　　　　　　　　Q＞

ユ

ん

0 （a皿Q）＼Qく

工

ノ眈く0

疲撃（v／t7（’＝：ll’ll’MM　－1）で∫耽≦・

1耽くO

姥撃（磁ターαプ＋1）で礒・

　　　　　P

　　　　　　　　Q＜ol

　　　　　　　　　　　　　Q＞o
　　　　　　唱一一一尉一’哺闘一τ「｝一一一”

　　　　　　　　　一一一一一一一一！一一一h

　　　　　　　　　　　1一燕

　　　　　　　　　皿



一
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　　　　ρ

第19巻 第3・4号

　　　ρ

　　　　　Q＞0

　　　　　　（考Q）　　　　　　　’一製

　　　　　　　　皿　　　　　　　　　　　　　IV

　さて生産関数の性質として望ましい条件をあげれば次の様である。

　（1）　kの変域

　leの変域としては0＜k〈Qが望ましいが，それが満足されないときは0の

近傍（々＞0）が変域間に含まれることが望ましい①。

　（2）fkの符号

　資本の限界生産力は正であるから（2，4）からfk＞0でなければならな

いo

　（3）　1融の符号

　（2，4）からYKK　一一　LM“2　f・iCとなるから，資本の限界生産力の漸減を仮

定するなれば，f　kk〈0でなけ

ればならない。

　（4）　ρの値

　通常の場合は0＜ρ＜1と考

えられる。

　以上の各条件についての4つ

のVES生産関数の適否は次の

表の通りである。（表中○は適

当を，×は不適当を，△はやや

適することを示す。）

　従って表よりll（特にQ＞0

事　　項

　　「Qの関数
　　符号

1

鉦

皿

正

負

正

負

正

負

正

負

　　　I

kの変域fκの符号

○

△

○

○

○

○

△　　　○

○

×

○

×

○

○

○

○

kic　t6一

＿丞

○

ρの値

△

○

△　　　○

○

○

○

×

×

△

△

○

○

△
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の場合）が最も適当であると考えられる。即ち

　　　F－一塑翌r（・〈α＜1，・＜β〈1）

　　　　　　（1＋（？τ）a　　　　　　　　　　　’

を以てCD生産関数を拡張することによって得られた1つのVES生産関数と

したい。

　①K＊Oである生産は考えられる。しかしL÷0の生産は考え難いから，k＝。。の近

　　傍は必ずしもkの変域内に含まれなくてもよいであろう。


