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関係の連結性に関するある種の十分条件について

橋　本 寛

1。はじめに

　プール行列を用いて，与えられた二項関係が連結的となるための条件およ

びそれに関する性質とくに推移性や反射性について考察をおこなっている。

よく知られているように，二項関係はプール行列によって表現でき，両者の

性質や演算は互いに対応している。したがってプール行列の性質を調べるこ

とにより二項関係の性質を知ることができる。従来，連結性のもとでの関係

行列の性質については推移性やべき零性等に関して種々の研究が行なわれて

いる（1＞一（8）（11）（12）。しかし，ここでは逆に関係行列が連結的となるための条件，

すなわち二項関係の定義されている有限集合の要素間において比較可能性が

成立するための条件を明らかにしている。

　連結的関係は基本的な二項関係であって，二項関係に関する実際の議論で

は，トーナメントや選好関係における議論のように（1）（2）（3）（15），その二項関係

が連結的かどうかは最初に与えられることが多いと考えられる。これに対し

て本論文の以下の結果は，ある種の条件を満たす二項関係が必ず連結的と

なってしまうことを示している。本論文で述べるような形での連結的関係の

条件はこれまでほとんど議論されていないように思われ，ここでの結果は連

結性の興味深い一つの側面を示しているものと考えられる。
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2。定義

　本論文では0，1の要素からなる正方のプール行列（13）を考える。すでに述

べたように，二項関係はこのプール行列によって表現できる。プール行列に

関する演算の定義は文献（6）に従うものとするが，主要なものについては次の

とおりである。プール行列R，Sに対して行列の和をR＞S，論理積をR〈

S，行列積をR×Sで表わす。R2はR×Rを意味し，一般に行列のべき乗を

Ri＋1＝Ri×Rで定義する。　Riの（i，の要素を78）で示す。　RtはRの転置，

RはRの否定を示す。

　特殊なプール行列として単位行列を1で，零行列を0で，全要素が1の

行列をEで示す。1≦Rであるとき関係行列Rは反射的，ノ～2≦Rとなると

きRは推移的，R〈Rt≦1となるときRは反対称的であるといわれる（13）。

またR＞Rt＞∫＝Eとなるとき関係行列Rは連結的といわれ，とくにR＞Rノ

＝・EとなるときRは反射的な連結的関係を表現する。なお，トーナメント

を表現するプール行列Rは一般にRVR’Vl・＝EかつR〈Rt＝0となる（3）。

3u結　果

　プール行列Rを用いて二項関係が連結的となるための条件を調べる。ま

ず，一般の連結性の条件すなわちR＞R’VI＝Eとなるための条件について

考察し，次に反射的な連結性の条件すなわちR＞R’・・Eとなる条件につい

て考える。

3．1RVR1＞1＝Eとなる条件

与えられた関係行列Rが連結的となるための条件について考察をおこな

う。まず比較的一般的な性質を示し，次にこの性質から多くの条件を導く。

また推移性に関する性質を示し，これを用いて連結性の条件を導く。さらに
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関連する性質としてある種の条件を満たす関係行列の存在しないことを示す。

なお，RVR’VI＝Eと同値であるほとんど自明な条件が文献（8）㈹（12）で示

されている。

　〔性質1〕

　あるh，1（h，1＝112，…）に対してR2hl－1≦Rt＞1，　R1≦RiVI＝＝⇒R＞

R／VI・＝E

（証明）　（1）1・1のとき

　R’≦R＞1からR’VRノ≦R＞Rノ〉∬。よって

　　　　R＞Ri＞1＝E

　（2）1≧2のとき

　いま窃＝0，nyi＝0，　i￥ブとすれば乃9）＝1，78）＝1。したがってri（21z）＝1。

また物＝0，ri（、・i）＝1だからあるm（1－1＞m≧0）およびあるk　（i　）Fkキ」）に

対して

　　　乃野）〈rik〈7疹1－”卜1）＝1

ただし班）＝1とする。ところで嬬の＝1であるから

　　　鵡一m－1）〈拶）〈ri（i2（h－1）’）〈7，！麗）＝1

すなわち7疹劉一1）＝1。よってrik＝0となるが，これは矛盾する。ゆえにRV

RIVI＝E。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質2〕

　（1）あるh，1（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1V∬≦R’Vl，　Rt≦Ri＞1

　＝＝＝〉」盈＞R／VI＝＝E

　（2）あるh，1（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1≦R1＞1≦Rt＞1＝＝⇒RV

　R’v∬＝E

　（3）あるh，1（h，1＝・　1，2，…）に対してR2hl－1＞f≦Rノ＞1≦RiVf＝＝⇒

　R＞Rt＞f：＝E

　（4）あるh，1（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1＞1・＝R1＞1＝RiVl＝＝⇒

　RVRi＞1＝E

　（5）あるh，1’（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1・・RiVl＝Ri＞1＝＝⇒R＞
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　ノ～t＞1＝E

　（証明）性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一般に

　　s≦P＞Tぐ＝＝⇒P＞s≦P＞T

であるからR2ht－1≦R’＞1とR2hl－1＞1≦R’＞1は同値である。

　〔性質3〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1≦Rノ＞1，　R1≦f～1＞1＝⇒R＞Rl

Vl＝E

　（2）ある1（1＝1，2，…）に対してR4t－1≦Rノ〉∬，　Rノ≦Ri＞1＝⇒R＞Rノ

〉∬＝E

　（3）ある1（1＝1，2，…）に対してR61－1≦R1＞1，　Rノ≦Ri＞1＝＝⇒RVR’

＞1＝E

　（証明）　性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質4〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1＞1≦RIVI，　R’≦Ri＞1＝⇒R＞

R1＞1＝E

　（2）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1≦R’＞1≦Ri＞1＝＝⇒R＞Rノ＞1＝

　（3）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1＞1≦Rt＞1≦・Ri＞1＝⇒R＞Rt＞

1　・E

　（4）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1＞1＝Rt＞1＝Ri＞1＝＝⇒R＞Rノ＞

1＝E

　（5）ある1（1＝1，2，…）に対してR21一1＝R’＞1＝Ri＞1＝⇒R＞Rt＞1＝

　（証明）　性質3（1）による　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質5〕

　（1）1～3≦R1＞1，　Rノ≦R2＞1＝＝⇒RVR1＞1＝E

　（2）ノ～3＞1≦R1＞1，　Ri≦R2＞1＝＝⇒R＞Rt＞∫＝E
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　（3）　　R3≦Rt＞1≦R2＞1＝：＝：＝＞　R＞Rt＞1＝：E

　（4）　R3＞1≦1～1V1「≦R2＞1＝＝＝＝》　R＞R’＞1＝E

　（5）　　R3＞1【＝R1＞1＝R2＞1：＝＝＝＞　R＞Ri＞1F＝E

　（証明）（1）性質3（1）による。

　（2）一（5）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，3e2節の性質27（7）で示すように

　　　R3　＝R！VI＝R2＞1＝＝⇒RVRノ＝E

が成立する。

　〔性質6〕

　ある1（1＝1，2，…）に対しRi＋1≦R’＞1　・Ri＞1＝＝＞R2≦R

　（証明）rik＝編＝1とおき物＝1となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　窃＝ηゴ＝1

　（2）k＝ブのとき

　　　晦＝rik＝1

　（3）i：≒k，k：≒ブ，　i＝ブのとき

　rik＝η、＝1。よってすべてのm（m＝0，1，2，…）に対して7膨＋1）＝1。

　（a）1が奇数のとき

　Rt＞∬＝RiVlとrki＝1から畷）＝0。これは7ξ轡＋1）＝1　（m＝0，1，2，…）

と矛盾する。

　（b）1が偶数のとき

　Ri＋1≦Rt＞fとrki＝1から畷＋1）＝0。これは7歪墜＋1）＝1（m＝0，1，2，…）

と矛盾する。

　こうしてこの（3）の場合はありえない。

　（4）iキk，k・≒ブ，づ≒ブのとき

　もし物＝0とすれば曜）＝1。ところでrik＝1だから畷＋1）＝1。また一方

砺＝1とRi＋1≦Rt＞1より畷＋1）＝0。これは矛盾する。ゆえに晦＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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〔性質7〕

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

　（証明）

≦R。

　（2）一（7）性質6による。

　〔性質8〕

　（1）　R2≦Rt＞1＝R＞1：＝＝⇒R2≦R

　（2）R2≦Rt＞1，　Rt＝R＞1＝＝⇒R2≦R

　（3）　R2≦R1，　R1＞1＝1～＞1＝＝＝⇒　1～2≦≡ノぞ

　（4）　R2≦∫～1＝＝R＞1＝＝＝⇒　R2≦R

　（証明）　性質6による。

　〔性質9〕

　R2≦Rt＞1＝　RVI＝＝〉〔（R〈1）2V（R〈1）3〕〈1＝0

　（証明）　（1）　（R〈1）2〈1＝0となること

　Rノ〉∬＝R＞1からR≦RIVI。ところで

　　R≦Rノ＞le＝⇒R〈R1≦lc⇒（R〈1）2〈1＝0

であるから（8），これによって（R〈1）2〈1＝O。

　（2）　（R〈1）3〈1＝Oとなること

　一般に

　　　R2≦、R「〈：＝⇒R3〈1＝＝　0

が成立する（9）。したがって

　（R〈1）2≦（R〈1）ノ＝R’＞Ic＝⇒（R〈の3〈1＝・0

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1≦R’Vl＝Ri＝⇒R2≦R

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＝R1＞1＝Ri＞1＝＝⇒R2≦R

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＝R’v1＝Ri＝⇒R2≦R

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋iVl≦R／Vl＝Ri＞1＝＝⇒R2≦R

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＞1≦R／VI＝Ri＝＝⇒R2≦R

ある1（1・＝　1，2，…）に対してRi÷1＞Z＝R／V∬＝Ri＞1＝⇒R2≦R

ある1（1；1，2，…）に対してRi＋1Vl＝Rノ＞1＝Ri＝＝⇒R2≦R

　　（1）R’＞1＝RiのときR’＞1＝RiVI。したがって性質6からR2

（証明終）

（証明終）
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ここでR2≦R1＞1によって（R〈の2≦R’VIであるから（R〈1）3〈1・＝　O。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一般に

　　1～2≦R，R2≦Rノ〉∬＝＝⇒R〈R1≦∬

となることが知られている（8）。いま性質8（1）によればR2≦1～’V∬＝RVIの

ときR2≦Rとなるから，これによってR〈Rノ≦1すなわち（R〈の2〈1＝0

を得ることもできる。

　また，上の性質9に関連して，．RVR’VI＝Eのとき

　　〔（R〈∬）2V（R〈の3〕〈∬＝0＝＝⇒R2≦R

となることも知られている（6）。

　〔性質10〕

　ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1≦R’VI＝RiVI＝＝⇒R＞R1＞∬＝E

　（証明）　R！≦RiVIによって

　　　E＝RiVRi≦Ri＞Rノ〉∬

ところで性質6によってR2≦RだからRi≦Rとなる。よって

　　　E＝．RiVR1＞1≦RVRi＞∬

すなわち

　　　　RVRIVI＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質11〕

　ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＞∬＝R1＞1＝Ri＞∬一⇒R＞Rノ＞1＝E

　（証明）性質10による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質12〕

　ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1≦Rt＞1，　R1≦R21＞1＝＝⇒R2≦R

　（証明）rik＝砺＝1とおきrid＝1となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　7zゴ＝ηゴ＝1

　（2）ん＝ブのとき

　　　ril・　＝　rik＝1
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　（3）ゴ≒le，　k　yx，ゴ＝ブのとき

　rik＝rki＝1。よって班）＝1となり礁’＋1＞＝1。ところでR21＋1≦1～ノ＞1と

rki＝1から礁’＋1）＝0。これは矛盾するのでこの場合はありえない。

　（4）i≒ん，k：≒ブ，ガ≒ブのとき

　もし衛＝0とすれば嬬2’）＝1。ところでrik＝1だから魂＋1）＝1。また一方

晦＝1とR21＋1≦Rノ＞1より礁1＋1）＝0。これは矛盾する。ゆえに物＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質13〕

　（1）ある1（1r1，2，…）に対してR21＋1≦Rノ＞1≦R21＞∬＝＝⇒R2≦R

　（2）ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1＞∬＝R’＞1＝R2iVl＝⇒R2≦R

　（3）ある1（1＝1，2，…）に対してR2i＋1＝Rt＞1＝R2～1＝⇒R2≦R

　（4）ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1≦R1＞1，　R1≦R21＝⇒R2≦R

　（5）ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1＞1≦R’VI≦R2’Vノ＝＝⇒R2≦R

　（証明）性質12による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに示した性質12を形式的に適用すれば

　　ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1≦Rt≦R21＝＝⇒R2≦R

が成立するが，次の性質14で示すように，実際にはR21＋1≦R！≦R21なるR

は存在しない。

　〔性質14〕

　（1）すべての1（1＝　1，2，…）に対して，R21＋1≦R’≦R21なるRは存在し

ない。

　（2）R3≦Rt≦R2なるRは存在しない。

　（証明）（1）R21＋1≦Rノによってrii＝0。したがってRノ≦R21から瑳」）＝1。

一方性質12によればR2≦Rであるからrii＝1。しかしこれはrii＝0と矛盾

する。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質15〕

　　　R3≦R’ぐ＝⇒R4〈1・＝　O
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　（証明）　（1）R3≦Rtのとき

　瑠）＝1とすれば，ある々に対して魂）〈rki＝1。この7鼎＝1とR3≦Rtに

よってrki＝0。しかしこれはrki＝1と矛盾する。

　ゆえにR4〈1・・　O。

　（2）R4〈1＝0のとき

　拶＝1，物＝0とすれば晦＝1だから7身）＝1となりR4〈1＝0と矛盾す

る。したがって7翻≦晦，すなわちR3≦R1。　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質15は文献（5）における性質25の特別な場合となっている。この性質

15と性質14（2）を用いれば次の性質が得られる。

　〔性質16〕

　（1）Rノ≦R2＝⇒R3〈R〆≒0

　（2）Rt≦R2＝＝⇒R4〈∬≒0

　（3）R3≦Rt＝＝⇒R2＞Rf≒E

　（4）　R4〈1＝0＝＝＝＞　R2V．R1・≒・E

　（証明）　性質14（2）および【生質15による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質ユ7〕

　すべての1（1＝1，2，…）に対して，R21－1≦R’＄RiなるRは存在しない。

　（証明）（1）1＝1のとき

　R≦Rt≦R。　R≦Rノによってrii＝0。しかしこれはRt≦Rと矛盾する。

　（2）1≧2のとき

　R2t－1≦R1によってrii＝0。またRt≦Riによってri～’）＝1。したがって

7ゴ！の＝1でrii　＝oであるから，あるk（k　￥i）に対してrik〈畷一1）＝1。この

rik＝1によって礁」－1）＝0。ところで畷一1）〈7∫望）＝1だから瑠’－1）＝1となる

が，これは矛盾している。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに示した性質14（2）は上の性質17の特別な場合として得ることも

できる。

　〔性質18〕

　ある1（1＝1，2，…）に対してR21＋1≦R’＞1，　R1≦R21＞1＝＝⇒R＞R’＞1
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　＝E

　（証明）Rt≦R21＞∬によって

　　　E＝R／VRノ≦R21＞Rt＞1

ところで性質12によってf～2≦RだからR21≦Rとなる。よって

　　　E・　R21＞Rt＞1≦RVR’＞1

すなわち

　　　　　R＞Rt＞1＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　3。2　R＞R！＝Eとなる条件

　ここでは与えられた関係行列Rが反射的でかつ連結的となる条件につい

て考察する。前節3．1の場合と同様の比較的一般的な結果を示し，次にこれ

の系として反射的な連結性のいくつかの条件を導いている。また，さらに反

射性や推移性に関する性質を示し，これらを用いてR＞R’＝Eとなるいく

つかの条件を示している。なお，RVR’＝Eと同値になるほとんど自明な条

件が文献（4）（9）働で示されている。

　〔性質19〕

　あるh，♂⑭，1＝1，2，…）に対してR2hl－1≦Rノ＞1，　R！≦測＝⇒R＞Rt

・＝E

　（証明）（1）1＝1のとき

　R’≦RだからE＝Rt＞R1≦R＞R1すなわちRVR’＝E。

　（2）1≧2のとき

　砺＝0，晦＝0とする。したがって甥1）＝1，％望）＝1となり7薪’）＝1。いま

晦＝0，拶）＝1だからあるm（1－1＞m≧0）およびあるk（i　＃k　￥」）に対し

て

　　　η惚）〈rik〈7疹1－m－1）＝1

ただし瑠）＝1とする。ところで嬬’）＝1だから

　　　r疹｝－m一1）〈riil）〈7≦～（h－1）1）〈乃輿）＝1

すなわち7灘一1）＝1。したがってrik・・Oとなるが，これは矛盾する。ゆえに
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R＞R1＝E。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質20〕

　（1）あるh，t（h，1＝1，2，…）に対してR2hl一1＞1≦R’VI，　R’≦Ri＝＝⇒

R＞Rf＝E

　（2）あるh，1（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1≦R1＞1≦Ri＝＝⇒・RVR1

＝E

　（3）あるh，1（h，1＝1，2，…）に対してR2hl－1＞1≦R’VI≦Ri＝⇒R

＞Rノ＝E

　（4）あるh，1（h，1＝：1，2，…）に対してR2hl－1＞1＝R’＞1＝Ri＝⇒R

＞R’＝E

　（5）あるh，1（h，1＝1，2，…〉に対してR2hl－1＝Rr＞1・＝Ri＝＝⇒RVR1

＝E

　（証明）性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質21〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR21一1≦R’＞1，　R≦RZ＝＝⇒RVRt＝

E

　（2）ある1（1＝1，2，…）に対してR41－1≦、R’〉∬，　R’≦Ri＝＝⇒RVRt＝

E

　（3）ある1（1＝1，2，…）に対してR61－1≦R’＞f，　R’≦Ri＝＝⇒R＞Rt＝

E

　（証明）性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質22〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－iVl≦Rノ〉∬，　R≦R」・＝⇒RVRノ

＝E

　（2）ある1（1＝＝　1，2，…）に対してR21－1≦R’Vl≦Ri＝＝⇒R＞R’＝・E

　（3）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－iVl≦R’〉∬≦Ri＝⇒RVR1＝E

　（4）ある1（1＝1，2，…）に対してR21－1＞1＝＝　R！＞1＝　Ri＝＝⇒R＞R！＝E

　（5）ある1（1；1，2，…）に対してR21－1＝R1＞∬＝RJ＝⇒RVR’＝E
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（証明）性質21（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質23〕

ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1．，，Rt＞1＝Rt＝⇒R＞Rt＝E

（証明）性質22（5）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質24〕

　ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＞f＝R1＞1＝Ri＝⇒R＞Rt＝E

　（証明）Rl＋1＞1＝Rtによって

　　　Rt＋1≦Ri

　　　Ri＋2≦Ri＋1≦Ri

　　　Ri＋3≦Ri＋2≦Ri＋1≦Ri

こうして

　　　R2i’i≦Ri＝R／VI

よって性質21（1）からR＞R’＝E。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質25〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対して1≦Ri＋1，　Ri≦R’〉∬＝＝⇒1≦R

　（2）ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1＝Rノ＞i＝R」＞f＝＝⇒i≦R

　（証明）（1）rii＝：Oと仮定する。いま曜＋1）＝1であるから，ある々（k　）F　i）

に対しrik〈7震）＝1。ところでrik＝1によってRi≦R「＞1から7瘍）＝0。し

かしこれはrik〈鵡）＝1と矛盾する。ゆえに∬≦R。

　（2＞（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質26〕

　ある1（1＝1，2，…）に対して一Rt＋1＝R’＞1＝RiVl＝⇒R＞R’＝E

　（証明）Ri＋1＝Ri＞1からRi＋1＞1＝Ri＞1となるので性質11によってR

＞Rノ＞1＝E。また性質25（2）によって1≦R。したがってRVR’＝E。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質27〕

　（1）R3≦Rt＞1，　R’≦R2＝＝⇒R＞R1＝E
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（2）R3＞1≦Rt＞1，　Rt≦R2＝＝⇒RVRノ＝E

（3）　　R3≦Rt＞1≦R2　：＝＝＝＞　R＞Ri＝E

（4）　R3＞1≦Rノ＞1≦1～2　＝＝＝＝＞　R＞R1＝E

（5）　　R3＞1＝Rノ＞1＝R2　＝：＝＝＝＞　RVRt＝E

（6）　R3＝RfV∬＝R2　：＝＝：⇒・ノぞ＞Rf＝E

（7）　　R3＝、R1＞1＝R2＞1＝＝＝＝＞　RVRX＝E

（証明）　（1）性質21による。

（2）一（6）（1）による。

（7）　性質26による。

なお，上の性質27（1）より

　　R3≦Rノ≦R2＝＝⇒RVRt＝E

（795）－79一

（証明終）

が形式的には成立するが，すでに性質14（2）で示したようにR3≦R1≦R2なる

Rは存在しない。

　〔性質28〕

　（1）ある1（1・＝1，2，…）に対してR121－7＝Rt＞1＝R61『3＞1＝＝⇒R2≦R

　（2）RS＝Rノ＞1＝R3＞1＝⇒R2≦R

　（証明）（1）rik＝rk」＝1とおきri、＝1となることを示す。

　（a）i＝kのとき

　　窃＝7κゴ＝1

　（b）k＝ブのとき

　　ri」一＝ri　k＝1

　（c）診キk，k≒」，　i＝ブのとき

　rik＝rki＝1。これから7，9）＝1となるから瑠21－7）＝7∫繁（61－4）＋1）＝1。ところ

でri，i＝1によって7£2」－7）＝0。これは矛盾する。ゆえにこの場合はありえな

いo

　（d）i≒k，k￥ブ，∫≒ブのとき

　もし砺＝0とすれば，121－7・・2（61－3）－1であるから性質4（5）によって

物＝1。したがってrik＝栃＝物＝1となり，7，112z－7）＝ri（j3（41－3）＋2）＝1。これか
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ら筋＝0となるが，これは矛盾する。ゆえに物＝1。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質29〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR121－7＝R1＞1　＝R61－3＞1＝＝⇒1≦R

　（2）RS＝R’＞1　・R3VI＝⇒1≦R

　（証明）（1）1≦R　121－7であり，また性質28によってR2≦Rとなるから1

≦R121－7≦R。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質30〕

　（1）ある1（1＝1，2，…）に対してR121－7＝Rノ＞1＝R61－3＞1＝⇒R＞R1

＝E

　（2）R5＝R1＞1＝・R3＞1－⇒R＞Rt＝E

　（証明）（ユ）121－7＝2（61－3）－1だから性質4（5）によって

　　　　R＞＿Rt＞1＝E

また性質29によって1≦R。したがってRVR’＝E。

（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

4。まとめ

　与えられた二項関係を表現するプール行列が連結的となるための多数の条

件を得ることができた。これらの条件の一部は比較的一般的な結果であって，

これまでほとんど考察されていないように思われ，連結性の議論において有

用であろうと考えられる。関係の連結性は，すでに述べたように順序や選好

関係，トーナメントにおける基本的な概念であって，これらの理論において

重要な役割を演じるものである。

　ここでの結果の多くは全順序（total　order）（14）すなわち反射的，反対称的，

推移的かつ連結的関係と密接に関連している。本論文では主として連結性に
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ついて考察をおこなったが，さらに他の性質についても調べてみる必要があ

るであろう。また，ここで示した連結性や推移性に関する結果を一般化し，

必ずしも全順序を表現する関係行列ではない行列に関しても成立するように

することも今後の課題である。
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