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あらまし Wet Paper符号に対して IST法を導入する．電子透かしでは，ステゴ画像への影響が小さいことを求めら

れる．画像への影響を最小するために，原画像からステゴ画像への差分が小さいステゴ画像を求めることを必要とさ

れる．スパースな差分を求める方法として，圧縮センシングで用いられる IST法を用いる．Wet Paper符号は演算を

ガロア体 GF(2)上で行い，IST法は演算を実数体 R上で行う．Wet Paper符号で求めた二値ベクトルを用いる IST

法と緩和したWet Paper符号で求めた実ベクトルを用いる IST法を比較すると，後者の方がメッセージ情報を低い誤

り率で推定できる．しかしながら，ステゴ画像のパリティベクトルが実数となるので，ステゴ画像が作成できない問

題点がある．そこで，Wet Paper符号の演算を実数体 R上に拡張し，画素値に埋め込む手法を提案する．本手法を用
いた結果，メッセージ情報を低い誤り率で推定でき，ステゴ画像を作成できた．
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Abstract We introduce the IST method to wet paper code (WPC). Smaller degradation for a stego image is

preferred for digital watermarking. In order to minimize the degradation of the image, small difference between the

cover image and the stego one is required. We apply the IST method, which is used in the compressive sensing, to

WPC in order to get sparse solutions. While the caluculation in WPC is on the Galois Field GF(2), one in IST

method is on real number field R. Compared the IST method using binary vector generated from WPC to the

IST method using real vector generated from relaxed WPC. The latter can achieve lower bit error rate (BER) of

messages. However, no stego image can be constructed due to real parity vector for the stego image. We, therefore,

propose the method that the calculation in WPC is on real number field R and watermarks are embeded into pixel

values not parity bits in the image. As a result, our method can estimate messages with low BER and construct a

stego image.
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1. ま え が き

電子透かしとは，画像や音楽などのデジタルコンテンツに

著作者情報などを秘密裏に埋め込む技術である．電子透かし

の手法として，メッセージ情報をスペクトル拡散し，係数に

埋め込むスペクトル拡散型電子透かし [1]～[5]や係数を量子化

することにより，透かし情報を埋め込む Quantization Index

Modulation (QIM) [6]～[8]や，画像に影響を与えにくい箇所を

選択し，その箇所に透かし情報を埋め込むWet Paper符号 [9]

が提案されている．

透かし情報を埋め込むとき，埋め込み位置を決めなければな

らない．埋め込み位置を画素の値や画素の近傍から決定したり，

予め決めておいた位置を使用したりすれば，復号者は埋め込み

位置を簡単に特定することができる．しかしながら，この規則

を攻撃者に知られると，透かし情報の解読や改ざん，破壊など

の攻撃を行うことができる．したがって，攻撃者に埋め込み位
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置を知られず，復号者が透かし情報を復号できる必要がある．

この問題を解決する手法としてWet Paper符号 [9]がある．

Wet Paper符号とは，原画像から作成した二値のデータに透

かしを埋め込む手法である．埋め込み時に，透かし情報の埋め

込み位置を指定することができ，復号時に，埋め込み位置の情

報を必要としない利点がある．透かしを埋め込んだステゴ画像

は原画像からの変化が小さいことを必要とされる．Wet Paper

符号では，透かし情報の埋め込み位置を指定できるので，最適

な埋め込みは，画像への影響が小さい箇所を選択することであ

る．しかしながら，原画像とステゴ画像の差分が最小になるよ

うに，埋め込み位置の組み合わせを考えることは，膨大な組み

合わせを考える必要があるので，最適な埋め込み位置を決める

ことは難しい．埋め込み位置の全ての組み合わせを求める方法

は NP困難である．ここで，変化が小さいとは，差分がスパー

スであるということである．スパースとは，非 0の要素数がわ

ずかであり，0の要素数が多いことを表す．また，k-スパース

とは，全要素中に非 0の要素が k 個であることを表す．

スパースな解を求める手法として，圧縮センシングで用い

られるスパース推定 [10]～[16] が知られている．スパース推

定とは，観測された低次元の信号から，高次元のスパースな

原信号を推定することである．スパース推定の問題は最適化

問題として定式化できる．スパース推定法として，Approxi-

mate Message Passing (AMP) 法 [13] や Iterative Shrinkage

Thresholding (IST)法 [14], [15]がある．AMP法はメッセージ

伝搬アルゴリズムと呼ばれる反復法に基づき，近似的に周辺分

布を求め，解く手法である．IST法は最適化問題をしきい値関

数を用いて，反復的に解く手法である．

Wet Paper符号はガロア体 GF(2)上で演算を行い，IST法

は実数体 R上で演算を行う．本稿では，実数体 R上の演算と
区別するために，ガロア体 GF(2) 上で演算を行う場合は，式

に mod 2 と書く．

本研究では，Wet Paper 符号に対して IST 法の導入し，そ

の問題点に関して検討する．本稿は次のように構成される．2.

では，Fridrichら [9]のWet Paper符号について説明する．3.

では，スパース推定と IST法について説明する．4.では，Wet

Paper符号に対して IST法を導入し，問題点について述べる．

5. では，IST 法を用いて，画素値に埋め込む手法を提案する．

6.で，まとめを述べる．

2. Wet Paper符号

Fridrich ら [9] の Wet Paper 符号を用いた電子透かしの手

法では，画素値から求めたパリティビットにメッセージ情報

を埋め込む．総画素数 n の原画像の埋め込み可能位置の集合

C ⊂ {1, 2, · · · , n} から k 個の埋め込み位置を選択する．集合

C を選ぶ方法を Selection Rule (SR) という．SR はランダム

であったり，送信者が選択したり，原画像の情報を利用するな

どの方法がある．

2. 1 埋 め 込 み

メッセージ長 qのメッセージ情報をm = (m1,m2, · · · ,mq)
⊤,

mj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, · · · , qとする．このメッセージ情報mを

原画像 x = (x1, x2, · · · , xn)
⊤に埋め込む．ここで，q < nであ

る．原画像の画素値 xi を 8ビットで表現し，8ビット内の 1の

個数からパリティビット ri ∈ {0, 1}を作成する．作成したパリ
ティビットのビット列をパリティベクトル r = (r1, r2, · · · , rn)⊤

とする．

原画像 x から作成したパリティベクトル r を変更し，ステ

ゴ画像のパリティベクトル r′ = (r′1, r
′
2, · · · , r′n)⊤ を作成する．

このとき，ステゴ画像のパリティベクトル r′ は，

Ar′ = m mod 2, (1)

を満たす必要がある．ここで，行列 A は擬似乱数により作成

される q × nの 0と 1からなる二値行列であり，その乱数の種

は秘密鍵として埋め込み者と復号者で共有する．

パリティベクトル r とステゴ画像のパリティベクトル r′ の

差分ベクトル ω を，

ω = r′ − r mod 2, (2)

とする．差分ベクトル ωは rに対して，変化した位置の値は 1

になり，変化しなかった位置は 0となる．この差分ベクトル ω

を用いると，(1)は，

Aω = m−Ar mod 2, (3)

となる．埋め込み時，メッセージ情報mと行列Aとパリティ

ベクトル r は既知であるので，定数ベクトル bを，

b = m−Ar mod 2, (4)

とおくと，(3)は，

Aω = b mod 2, (5)

と表せる．

ステゴ画像のパリティベクトル r′ を求めるためには，方程

式 (5)を解き，差分ベクトル ω を求める必要がある．ここで，

q < nであるので，そのままでは，解くことができない．しか

しながら，ω の要素から k個選択し，kが方程式の個数 q 以下

であれば，解くことができる．埋め込み者は ωの要素から集合

C に含まれる k個の要素を任意に選択することができる．選択

された k個の要素のベクトルを cとする．また，ωから選択さ

れた k 個の各要素に対応する行列 Aの列から構成される行列

をH とする．この k 次元ベクトル cと q × k 行列H を用い

て，(5)は，

Hc = b mod 2, (6)

と表せる．q >= k となるので，連立方程式 (6)を解くことによ

り，cを求める．ω は選択された k 個の要素は対応する cの値

とし，それ以外の要素は 0となる．

差分ベクトル ω を用いて，ステゴ画像のパリティベクトル

r′ は，

r′ = r + ω mod 2, (7)

となる．ステゴ画像のパリティベクトル r′に対応するように原画
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像 xを変更することにより，ステゴ画像 y = (y1, y2, · · · , yn)⊤

を作成する．

2. 2 復 号

ステゴ画像 y からステゴ画像のパリティベクトル r′ を作成

し，共有秘密鍵から q × nの二値行列 Aを作成する．行列 A

とステゴ画像のパリティベクトル r′ を用いて，推定メッセー

ジ情報 m̂ = (m̂1, m̂2, · · · , m̂q)
⊤ は，

m̂ = Ar′ mod 2, (8)

と求められる．

3. スパース推定

未知の n次元のベクトルを ω とし，観測行列Aは q × n行

列とする．ただし，q < nとする．未知ベクトル ω と観測行列

Aを用いて，観測ベクトル bを，

Aω = b, (9)

とする．ここで，観測行列 A は任意の q × n の行列である．

例えば，各要素を 0 と 1 の値を確率 1/2 でとる二値行列や，

N (0, 1/q)に従うガウス行列などがある [11]．q次元の観測ベク

トル bから n次元の未知ベクトル ω を推定することを考える．

q < nであるので，他に条件がなければ，この解は一意に定ま

らない．しかしながら，未知ベクトル ω がスパースなベクト

ルであるとき，ω の非 0 の要素数 k が k <= q であり，非 0 要

素の位置が分かっているのならば，この解は一意に定めること

ができる．ただし，実際には，非 0要素の位置が未知であるの

で，推定することは難しい [11] ．スパース推定を用いると観測

ベクトル bからスパースな未知ベクトル ω を推定することが

できる．

3. 1 Iterative Shrinkage Thresholding (IST)法

スパースなベクトルを推定する手法として Iterative Shrink-

age Thresholding (IST)法 [14], [15]がある．方程式 (9)の解を

求めるために，目的関数 f(Aω)を，

f(Aω) =
1

2
∥Aω − b∥22 , (10)

とし，スパースな未知ベクトル ωを求めるために，制約条件と

して l1-ノルム ∥ω∥1 最小化を導入して，推定ベクトル ω̂ を最

適化問題，

min
ω

1

2
∥Aω − b∥22 , subject to ∥ω∥1 <= s, (11)

を解くことにより推定する．ここで，s > 0は制御パラメータ

である．lp-ノルムは，

∥ω∥p =


(∑N

i=1 |ωi|p
) 1

p
, p > 0

max{|ω1|, |ω2|, · · · , |ωN |} , p = ∞
, (12)

と定義される．最適化問題 (11)を罰則付き最適化問題にすると，

min
ω∈Rn

{
1

2
∥Aω − b∥22 + λ∥ω∥1

}
, (13)

となる．λ > 0はラグランジュ乗数である．λが大きいほど推

定ベクトル ω̂ はスパースになりやすい．罰則項の l1-ノルムは

微分不可能であるので，最適化問題 (13)を解くことは難しい．

IST法では，目的関数 f(Aω)をステップ tにおける解 ωt の

周りで展開し，近似した目的関数 f̃(Aω) を用いて推定する．

推定ベクトル ω̂ は，

ω̂ = arg min
ω∈Rn

{
1

2

∥∥ω − θt
∥∥2
2
+ ηλ∥ω∥1

}
, (14)

で推定できる (導出は付録 1.を参照)．ただし，ベクトル θt は，

θt = ωt + ηA⊤ (b−Aωt) , (15)

である．定数 η は，

η =
1

wc
,w >= 1, (16)

であり，wは重み係数である．cは，A⊤Aの最大固有値である．

IST法 [14], [15]は罰則付き最適化問題 (14)の解をソフトし

きい値関数を用いて，

ω̂t+1
i = ST

(
θti ; ηλ

)
, (17)

で求める．ここで，ソフトしきい関数 ST(x;λ)とは，

ST(x;λ) =


x− λ , λ < x

0 ,−λ <= x <= λ

x+ λ , x < −λ

(18)

= sgn(x)max (|x| − λ; 0) , (19)

であり，関数 sgn(x)は，

sgn(x) =

 1 , x >= 0

−1 , x < 0
, (20)

で与えられる．また，関数 max(x; y)は，

max(x; y) =

x , x >= y

y , x < y
, (21)

と定義する．

ここまで，ラグランジュ乗数 λを定数として扱っていた．し

かしながら，λを反復ごとに調節する方法 [16]がある．t回目

の反復時のラグランジュ乗数 λt は，

λt = max
(
ζ∥A⊤ (b−Aωt) ∥∞;λt−1

)
, (22)

で与えられる．ここで，ζ は重み係数であり，0 < ζ < 1とす

る．ラグランジュ乗数 λt を用いると，(17) は，

ω̂t+1
i = ST

(
θti ; ηλ

t) , (23)

となる．

4. Wet Paper符号に対する IST法の導入

Wet Paper符号では，連立方程式 (5)を解き，スパースな差

分ベクトル ωを求めることが必要である．そこで，スパース推

定を適用することができる．本研究では，Wet Paper符号にお
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ける連立方程式 (5)の解法として IST法を適用することを考え

る．Wet Paper 符号はガロア体 GF(2) 上で演算を行い，IST

法は実数体 R 上で演算を行う．そこで，Wet Paper 符号に対

して IST法を導入し，Wet Paper符号で求めた二値ベクトル

bを用いる IST法と緩和したWet Paper符号で求めた実ベク

トル bを用いる IST法を比較する．

4. 1 Wet Paper 符号で求めた二値ベクトルを用いる

IST法

原画像から作成したパリティベクトル r と行列Aを用いて，

ベクトル bを，

b = m−Ar mod 2, (24)

と求める．求めた二値ベクトル b を用いて，IST 法で連立方

程式，

Aω = b, (25)

を実数体 R 上で解くことにより実差分ベクトル ω を求める．

すなわち，実差分ベクトル ω を反復式 (23) に基づき求める．

IST法を用いて求めた解は実数となるので，二値化する必要が

ある．すなわち，二値差分ベクトルの要素 ω′
i は，

ω′
i =

1 , |ωi| > 0

0 , |ωi| <= 0
, (26)

で求める．二値差分ベクトル ω′ を用いて，ステゴ画像のパリ

ティベクトル r′ を，

r′ = r + ω′ mod 2, (27)

と求める．推定メッセージ情報 m̂は，

m̂ = Ar′ mod 2, (28)

と求められる．

4. 2 緩和したWet Paper符号で求めた実ベクトルを用い

る IST法

Wet Paper 符号の演算を実数体 R 上で行うため，パリティ
ベクトル r′ を実数に緩和する．原画像から作成したパリティベ

クトル r と行列Aを用いて，実数ベクトル bを，

b = m−Ar, (29)

と実数体上で求める．(24)とは異なり，実数値になることに注

意する．求めた実数ベクトル bを用いて，IST法で連立方程式，

Aω = b, (30)

を解くことにより実差分ベクトル ωを求める．これを二値化す

ると，誤りを生じてしまう．したがって，二値化せずに実差分

ベクトル ωのままメッセージ情報を推定する．実差分ベクトル

ω を用いて，ステゴ画像の実数ベクトル r′ を，

r′ = r + ω, (31)

と求める．実推定メッセージ情報 m̃を，
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図 1 Wet Paper符号で求めた二値ベクトルを用いる IST法と緩和し

たWet Paper 符号で求めた実ベクトルを用いる IST 法のビッ

ト誤り率 BER

Fig. 1 BER for the IST method using binary vector generated

from WPC and the IST method using real vector gener-

ated from relaxed WPC

m̃ = Ar′, (32)

と求める．実数ベクトル r′ を用いるので，実推定メッセージ情

報 m̃に，実数の値が生じる．したがって，推定メッセージ情

報を二値化する．二値推定メッセージ情報 m̂j を

m̂j =

1 , |m̃j | > 0

0 , |m̃j | <= 0
, j = 1, 2, · · · , q, (33)

と求める．

4. 3 計算機シミュレーション

IST 法を用いてWet Paper 符号における連立方程式 (5) を

解き，差分ベクトル ωを求め，差分ベクトル ωからメッセージ

情報を推定する．メッセージ情報mとパリティベクトル r の

各要素は 0と 1の値を確率 1/2でとる．行列Aは 0と 1の二

値行列とし，擬似乱数を用いて作成した．メッセージ情報mと

推定メッセージ情報 m̂のビット誤り率 BERを評価する．ビッ

ト誤り率 BERは，

BER =
1

q

q∑
j=1

|mj − m̂j |, (34)

と定義される．メッセージ情報mと推定メッセージ情報 m̂の

要素が全て一致しているとき，ビット誤り率 BERは 0となる．

反転しているとき，ビット誤り率 BERは 1となる．

画素数を n = 10, 20, · · · , 500とし，メッセージ長を q = 0.5n

とする．(22)の重み係数を ζ = 0.001とし，ラグランジュ乗数

の初期値を λ0 = 0.001とする．(16)の重み係数は w = 1とす

る．各画素数のとき，100 回試行を行い，ビット誤り率 BER

の平均を求めた．Wet Paper 符号で求めた二値ベクトル b を

用いる IST法と緩和したWet Paper符号で求めた実ベクトル

bを用いる IST法のビット誤り率 BERを図 1に示す．横軸は

ベクトル ωの要素数 nであり，縦軸はビット誤り率 BERであ

る．Wet Paper符号で求めた二値ベクトル bを用いる IST法

は，n = 20 を除くどの画素数 n のときもビット誤り率 BER
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が高くなり，メッセージmを推定できていないことがわかる．

実数体 R上に緩和したWet Paper符号で求めた実ベクトル b

を用いる IST法の方がビット誤り率 BERが低い．しかしなが

ら，パリティベクトル r′ が実数であり，二値にならない問題点

がある．すなわち，そのままでは，ステゴ画像を作成できない

問題点がある．

5. 画素値を用いる手法の提案

前節で述べた問題点を解決するために，Wet Paper符号の演

算を実数体 R 上に緩和し，ベクトル r として画素値を用いる

手法を提案する．

5. 1 提 案 手 法

画素ベクトルをr = (r1, r2, · · · , rn)⊤, ri ∈ {0, 1, 2, · · · , 255},
i = 1, 2, · · · , nとする．メッセージ情報m,mj ∈ {1,−1}, j =

1, 2, · · · , qの各要素は±1の値を確率 1/2でとる．行列Aの各

要素は N (0, 1/q)に従って定められるガウス行列とする．画素

ベクトル rの値の範囲は 0から 255の範囲であるので，画素ベ

クトル rから 128を引く．すなわち，減算後の画素ベクトルの

要素 rsubi は，

rsubi = ri − 128, i = 1, 2, · · · , n, (35)

となる．画素ベクトル rsubと行列Aを用いて，実数ベクトル b

を，

b =
m

∥m∥ − Arsub

∥rsub∥ , (36)

と実数体 R上で求める．求めた実数ベクトル bを用いて，IST

法で連立方程式，

Aω = b, (37)

を解くことにより実差分ベクトル ωを求める．実差分ベクトル

ω を用いて，ステゴ画像の実画素ベクトル r̃ を，

r̃ = r +
∥∥∥rsub

∥∥∥ω, (38)

と求め，この r̃の各要素を整数に丸め，ステゴ画像の画素ベク

トルの要素 r′i を，

r′i =


255 , r̃i > 255

r̃i , 0 <= r̃i <= 255

0 , r̃i < 0

, (39)

と求める．

メッセージ情報の推定には，減算後のステゴ画像の画素ベク

トル r′sub を用いる．この要素 rsubi は，

r′subi = r′i − 128, (40)

とする．行列Aの要素を aji と表すと，推定メッセージの要素

m̂j は，

m̂j = sgn

(
n∑

i=1

ajir
′sub
i

∥r′sub∥

)
, j = 1, 2, · · · , q, (41)
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図 2 本手法のビット誤り率 BER

Fig. 2 BER for proposed method

で求められる．

メッセージ情報の要素 mj は ±1の値であるので，ビット誤

り率 BERは，

BER =
1−M

2
, (42)

となる．ここで，M は，

M =
1

q

q∑
j=1

mjm̂j , (43)

と定義する．メッセージ情報m と推定メッセージ情報 m̂ の

要素が全て一致しているとき，ビット誤り率 BERは 0となる．

反転しているとき，ビット誤り率 BERは 1となる．

画素数を n = 10, 20, · · · , 500とし，メッセージ長を q = 0.5n

とする．(22)の重み係数を ζ = 0.05とする．各画素数に対し

て，100回試行を行い，ビット誤り率 BERの平均を求めた．本

手法のビット誤り率 BERを図 2に示す．本手法では，ビット

誤り率 BERが 0に近く，メッセージを推定できていることが

分かる．さらに，ステゴ画像の画素ベクトル r′ は 0 から 255

の値となるようにしているので，ステゴ画像を作成できる．情

報ハイディング及びその評価基準 (IHC)委員会 [17]の IHC評

価画像 2 (Street View)に対して透かしを埋め込む．透かしを

埋め込む領域は IHC評価画像 2の点 (491,1530)を頂点とした

64× 64の矩形領域とする．画素数を n = 4096とし，メッセー

ジ長を q = 512とする．(22)の重み係数を ζ = 0.05としたと

きの埋め込み前と埋め込み後の IHC評価画像 2を図 3に示す．

図 3(b)からステゴ画像を作成できていることを確認できる．

6. ま と め

Wet Paper 符号では，透かし情報の埋め込み位置を任意に

指定できる．このとき，画像への影響を最小にするために，ス

パースな差分 ω を求める必要がある．スパースな差分 ω を求

める方法としてスパース推定を適用できる．スパース推定とし

て圧縮センシングの解法である IST法を用いた．

Wet Paper符号で求めた二値ベクトル bを用いる IST法と

実数体 R上に緩和したWet Paper符号で求めた実ベクトル b

を用いる IST法を比較すると，後者の方がメッセージ情報を推

— 5 —



(a) 埋め込み前 (b) 埋め込み後

図 3 IHC 評価画像 2

Fig. 3 IHC evaluation image no.2

定できていた．しかしながら，パリティベクトル r′ が二値に

ならず，ステゴ画像を作成できない問題点があった．そこで，

Wet Paper符号の演算を実数体 R上に拡張し，画素値を利用
して埋め込む手法を提案した．本手法を用いた結果，ビット誤

り率 BERは小さくでき，ステゴ画像が作成できた．
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付 録

1. 罰則付き最適化問題 (14)の導出

目的関数 f(Aω) をステップ t における解 ωt の周りで展開

し近似するために，テイラー展開する．ステップ tにおける解

ωt の周りで第 2次の項までテイラー展開すると，f̃(Aω)は，

f̃(Aω) ≃ f(Aωt) + (∇ωf(Aω)|ω=ωt)⊤(ω − ωt)

+
1

2!
(ω − ωt)⊤∇2

ωf(Aω)|ω=ωt(ω − ωt), (A·1)

となる．(A·1)の右辺第 2項を

1

2!
(ω − ωt)⊤∇2

ωf(Aω)|ω=ωt(ω − ωt) ≃ 1

2η

∥∥ω − ωt
∥∥2
2
,

(A·2)

と近似する．これより，推定ベクトル ω̂ は，

ω̂ = arg min
ω∈Rn

{
f(Aωt) + (∇ωf(Aω)|ω=ωt)⊤

(
ω − ωt)

+
1

2η

∥∥ω − ωt
∥∥2
2
+ λ∥ω∥1

}
, (A·3)

で推定できる．最適化問題を解くとき，定数は無視できるので，

定数 f(Aωt)を消去し，(A·3)を η 倍すると，

ω̂ = arg min
ω∈Rn

{
η (∇ωf(Aω)|ω=ωt)⊤ (ω − ωt)

+
1

2

∥∥ω − ωt
∥∥2
2
+ ηλ∥ω∥1

}
, (A·4)

となり，定数 1/2 ∥η(∇ωf(Aω)|ω=ωt)∥22 を加えると，

ω̂ = arg min
ω∈Rn

{
η(∇ωf(Aω)|ω=ωt)⊤(ω − ωt)

+
1

2

∥∥ω − ωt
∥∥2
2
+ ηλ∥ω∥1 +

1

2
∥η(∇ωf(Aω)|ω=ωt)∥22

}
= arg min

ω∈Rn

{
1

2

∥∥(ω − ωt) + η∇ωf(Aω)|ω=ωt

∥∥2
2

+ ηλ∥ω∥1} , (A·5)

となる．これより，推定ベクトル ω̂ は，

ω̂ = arg min
ω∈Rn

{
1

2

∥∥ω − (ωt − η∇ωf(Aω)|ω=ωt)
∥∥2
2

+ ηλ∥ω∥1} (A·6)

= arg min
ω∈Rn

{
1

2

∥∥ω − θt
∥∥2
2
+ ηλ∥ω∥1

}
, (A·7)

となり，(14)を導出できた．
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