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Abstract－Tsallis　relative　operator　entropy　is　de丘ned　as　a

parametric　extension　of　the　relative　operator　entropy．　Some

properties　of　the　Tsallis　relative　operator　entropy　are　in－

vestigated．　Also　some　operator　inequalities　related　to　the

Tsallis　relative　operator　entropy　are　shown．
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1　はじめに
　［4］においてrelative　operator　entropyが次のように

定義された．invertible　positive　operators．4，　Bに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（ノ11・B）ニノ1互log（ノ1一互1ヲA－7）ノ1互．

Bニ1のときS（AII）＝－AlogAは［10］によって導入

されたoperator　entropyである．この論文ではrelative

operator　entropyのあるparametric　extensionである

Tsallis　relative　operator　entropyを定義しその性質につ

いて調べる．

Definition　l　Hilbert　space　7t上の任意のinvertible　pos－

itive　operators　A，　Bと任意のreα1　number　A∈（0，1］に

対してTsαllis　relative　operator　entropyは次の様に定

義される．

TA（AIB）

AS（A－SBA－；）λAS－A

　　　　　　　　λ
　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　！　　　　1＝AS　lnλ（A－SBA－i）AS，

拡張したものを導入した．それはTsallis　entropyと呼

ばれ次のように定義される．

De丘nition　2　random　variable　Xのprobability　distri－

bution　p（x）ニ．P（X＝x）に対して

　　　　　　　　Sq（x）－1一聖（x）2，

ただしq≧0とする．

Tsallis　entropyの主な性質は次のものである．

（1）：concavity任意のα，β≧0，α＋β＝1と任意の

　　　X，Yに対して

Sq（αx＋βyつ≧αSq（x）＋βSq（y）．

（2）：nonadditivity任意のX，　yに対して

　　　　　　　　　Aただしlnλ（x）二記f1とおく．

statistical　physicsのおいては　C．Tsallis［12］はmulti－

fracta1　systemを研究するために　Shannon　entropyを
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　　　59（X×y）＝5q（X）十Sg（y）一（1－q）3q（X）59（y）．

（3）鶴5・（X）一一ΣP（x）1・9P（x）・

これに関連してTsallis　relative　entropyが定義されその

性質についても調べられた．この論文ではtraceをとる

前のoperatorの形のものを定義する．

2　Tsallis　relative　operator　entropy

Tsallis　relative　operator　entropyは次の性質をもつ．

Proposition　1次の（1），（2），（3）が成り立つ．

（1）！駿o乃し41B）＝S（AIB）・

（2）：homogeneity任意のα≧0に対して

ム（αAiαB）ニαTA（AIB）．

（3）：monotonicity　B≦0ならば

TA（AIB）≦TA（AIC）．

Proof．（1）はtriviaL（2），（3）を示す．　A，　Bについて

のα一power　meanと呼ばれるoperatorを導入する．

　　　　　　AtS、B＝A｝　（A”｝BA－i）MS．

これを用いると

　　　　　　　　T・・（AIB）一晦黒一4・

operator　meanのmonotonicityよりA≦Bかつ0≦

Dならば　AZλC≦B甑D．したがってB≦0ならば
TA（AIB）≦TA（AIC）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

一
　243　一



Proposition　2次の（1），（2）が成り立つ．

（1）：superadditivity任意のAl，A2，Bl，B2に対して

　　　TA（A、÷A2　iB，＋B2）≧TA（A，　IB、）＋TA（A21B2）．

（2）：joint　concavity任意のAl，A2，Bl，B2と任意の

　　　α，β≧0，α＋β＝1に対して

　　　　　　　　　　TA（αA、＋βA2　1αB、＋βB2）

　　　　　　　　≧　　αTA（A，　I　B，）＋βTλ（A，1・B2）．

Proof．（1）すべてのmean　mに対して

　　　　（A十B）m（0十D）≧AmC十BmD．

したがって次を得る．

　　　　　TA（A、＋A21B、＋B2）

　　　　　1
　　　－X｛（A・＋A・）1・（B・＋B・）一（A・＋A・）｝

　　　　　1
　　　≧X（砺B一A・＋A・1・B・－A・）

　　　＝乃（A、IB，）＋TA（A21B，）．

（2）についてはsuperadditivityとhomogeneityから得

られる．　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

Theorem　1刃上のbo脇dεd伽εαT　operatorsの全体

からそれ自身へのunital　positive　lineαr　mapΦに対し

て次が成り立つ。

　　　　　　Φ（TA（ノ11B））≦Tλ（Φ（A）1Φ（B））．

Proof．　XニASB－S，lnλ　t＝－tλ　lnλ　t－1とおくと

Tsallis　relative　operator　entropyは次のように計算さ

れる．

　　　　　TA（AIB）

　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　1　　　ニ　A7（lnλ　A－5BA『6）A5

　　　－A5｛一（A’iBA－s）λ・ln、僻B－1胸｝A；

　　　＝AS｛一（XX＊）mλ1・、（XX＊）｝Al

　　　　　　；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　＝Al｛一（xx＊）一λlnλ（xx＊）x｝B5

一般に究上のbounded　linear　operators、Aとinterval

［0，［IAI｝2］上のcontinuous　function　fに対してAf（A’A）＝

f（AA＊）Aが成り立つので次を得る．

　　　　　　TA（AIB）

　　　　＝Ai｛－X（X＊X）一λ1・、（X＊X）｝Bi

　　　　＝Bi｛－x＊x（x＊x）一λ1・、（x＊x）｝Be

　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　＝　B5｛F（x＊x）｝BS

　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　1　　　　＝　BS｛F（B　5AB　s）｝B5，

ただしFはF（t）＝－ti－Alnλt（0＜λ≦1）によって定

義されるconcave　functionである．したがってTsallis

relative　operator　entropyは次のように書ける．

　　　　　　　TA（AIB）＝F（A／B）／B－1，

　　　　　　　　　1　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　sただしX／y＝y－SXY－sである．ゆえ当こ［21のThe－

orem　7のproofと同様にすればよい．　　　　q．e．d．

3　　1nequalities　as　bounds　for　TA（AIB）

Theorem　2任意のinvertible　positive　operator　A，B，

任意の0＜λ＜1に対して次が成り立つ．

7Lλ側B）≦．5（・41B）≦ム（AIB）．

Proof．任意のx＞0，λ＞0に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　xλ＿1　　　　　　　x一λ＿1
　　　　　　　　一λ≦1°gx≦λ・

したがって

　　　　　　　　　　　1　　　　　　1　　　　　　1n一λ（且一5BA－i）

　　　　　　　　　　ユ　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1　　　　≦　　109（A－5BA－i）≦lnλ（A－SBA－5）．

両辺にA参をかければよい．

Proposition　3次の（1），（2）が成り立つ．

（1）TA（AIB）≦Hλ（A）＋且1『λlnλ臓1．

（2）μA≦BならばTA（AIB）≧（1nλμ）A．

証明は省略する．

q，e．d．

Tsallis　relative　operator　entropyに対する次のような

boundsが成り立つ．

Theorem　3任意のinvertible　positive　operators　A，B，

任意の0＜λ＜1に対して次が成り立つ．

　　　　A－4B－IA≦TA（AIB）≦－A十B．

さらにTA（AIB）ニ0が成り立つための必要十分条件は

A＝Bである．

Proof．任意のx＞0，0くλ≦1に対して次の不等式が

成り立つ．

　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　1－一≦lnλ　x≦x－1．

したがって

　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　1＿A乳B『1A互

　　　　　　　　　　1　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　　≦lnλ（A－5BA一勃≦－1＋A－SBA－i一
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両辺にASをかけると

　　　　　　　　　1　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　　　AS（1－ASB－iAS）AS

　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　≦　AS　Inλ（A－SBA－7）AS

　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　≦　A7（－1十・tl－5BA－s）A互．

したがつて

　　　　A－4B－IA≦TA（AIB）≦－4十B．

後の必要十分条件は明らか．　　　　　　　　　q．e．d．

λ一power　mean砿をもつTsallis　relative　operator　en－

tropyに対するboundsをえる．

Theorem　4任意のinvertible　positive　operators　A，　B，

任意のα＞0に対して次が成り立つ．

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1
　　　　　　　助λB－一助λ一IB＋（lnλ一）A
　　　　　　　　　　　α　　　　　　　　　　　　α

　　　　　≦TA（AIB）

　　　　　　　1　　　　　　　1
　　　　　≦－B－A－（lnλ一）AhλB．
　　　　　　　α　　　　　　　　　　α

Proof．任意のα＞0，x＞0，0〈λ≦1に対して次の不

等式が成り立つ．

　　　　　　　　　。・（1　1）＋1。、1

　　　　　　　　　　　　　α¢　　　　　　　　　　　　　　　　　　α
　　　　　　　≦　lnλ　x

　　　　　　　≦里．、．。・1。、1．

　　　　　　　　　α　　　　　　　　　　α

したがって

　　　（A－iBA－9）・－1（A－SBA－s）・一・＋（1。、！）・

　　　　　　　　　　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　α
　　　　　　1　　　　　　1　≦lnλ（A一6BA－s）

≦三（A一圭BA－｝）一・一（1。、⊥）（A－iBA－i）・．

　　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

両辺にAlをかければよい。　　　　　　　　q．e．d．

Tsallis　relat1ve　oprtator　entropiesの和についての

boundを得る前に次のoperatorsに関するJensen’s　in－

equality［7］のProposition　3．1が必要である．

1emma　l　fを」上のcontinuous　real　functionとす

るとき次は同値である．

（1）ノ∫operator　concave

（2）Σ乳1鍔（ろ＝1なる任意のoperators（ろ（ゴ＝

　　1，2，＿，n）とσ（Xゴ）⊂Jなる任意のself－ad7’oint

　　operαtors　Xjに対して

　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　ノ（Σ（］；xゴの≧Σ（㌘∫（Xj）（ろ・

　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　ゴ＝1

Theorem　5｛Al，A2，＿，An｝，｛Bl，B2，＿，Bn｝をin－

vertible　positive　operatorsの列とする．ただしΣ先1窃＝

Σ先1Bゴ＝1を満たすとする．このとき次が成り立つ．

　　　　　　　　　n
　　　　　o≧ΣT・（ムゴ1B」）

　　　　　　　　ゴ＝1
　　　　　　．（Σ乳・A・・Bi．　iA・）一λ一1．

　　　　　　一　　　　　　　λ

　　　　tλ＿1
　　　　　　　〈t－1よりProof．
　　　　　λ　一

　　　　　　　　AS（A一去BA一圭）λ且麦一且

　　　　　　　　　　　　　λ
　　　　　　　　　1　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　≦　A至（A－SBA－7－1）A互

　　　　　　二　B－A．

したがって

　　　　　　　n
　　　　　　　ΣT・（AゴIBゴ）

　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　1　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　1　　　　　＝＝）ら卿7互B・孕λA7－A」

　　　　　　　㌃1

　　　　　≦Σ（BゴーAゴ）＝o・

　　　　　　　ゴ＝1

次にもう1つの不等式を得るためにLemma　1において
　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∫（x）＝－x一λ，（ろ＝、47，Xレ・＝、4デB∫1．4ヌとおくと

　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　ユ　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　　　　－（Σノ4Lj詐（ノ4Lj≧」BJ－1／4Lj≠）Aデ）一λ

　　　　　　　　㌃1

　　　　　　　　　　　ユ　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1　　　　　≧一ΣA7（A享B71．4享　」　3　　」）一λA／7・

　　　　　　　　ゴニ1

したがって

　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　1　　　　1　　（ΣAゴB∫1助一λ≦ΣA7（摩Bゴ摩）λ厚

　　ゴ＝1　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

Remark　l　Theorem　5でλ→0とするとFurutaの
結果／ηを得る．

4　Generalized　Tsallis　relative　operator

　　entropy
A，B：strictly　positiveに対して次のように記号を導入

する．

（1）S、（AIB）＝AS（A－SBA－9）λ（1・gA－iBA一告）Ai

（2）So（AIB）＝S（AIB）
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（3）　ノ40oB＝A

（4）　ノ1自1B＝」B

Definition　3μ∈IR，λ≠0，　k∈Zに対してgeneral－

ized　Tsallis　relαtive　operator　entropy　T”，k，λ（AIB）を次

のように定義する．

T．，・，・（AIB）一撫たλ 契1・＋・k－1・λβ．

このとき

2b，1，λ（AIB）＝7執側B）．

このとき次の不等式を得る．

Theorem　6λ＞0，μ∈R，　kニ0，1，2，．．．に対して次

が成り立つ．

（1）S。一（k＋・）λ（AIB）≦T。，k＋・，一λ（AIB）≦St，－kλ（AIB）．

（2）S。＋kλ（AIB）≦T。，k＋・，λ（AIB）≦S。＋（k－・）λ（AIB）・

Proof．任意のλ＞0，μ∈凪k＝0，1，2，＿

の不等式が成り立つ．

任意のt＞0に対して

に対して次

　　　　　　　　　　　　　tμ一（k＋1）λ＿tμ一kA
tμ一（k＋1）λlog　t≦　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦tμ一hλlog　t，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一λ

tμ＋kλ10gt≦
　　　　　　　　　　　　　　　　λ

tμ＋（k＋1）λ＿tμ＋kλ
≦tμ＋（k＋1）λlog　t．

ここでtをA－IBA一去とおき両辺にASをかければよ

V、・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

operatorsの列に対する次の不等式を得る．

Theorem　7｛Al，A2，＿，An｝，｛Bl，B2，＿，Bn｝をin－

vertible　positive　operatorsの列とする．ただしΣ塁＝1　Aゴニ

Σ塁＝，Bゴ＝1を満たすとする．このときλ＞0，μ∈

凪k＝0，1，2，＿に対して

　n
Σs。．（・＋・）・（AゴIB」）

㌃1
n

≦Σ駄＋・，一・（A」1Bゴ）≦Σs。．・λ（Aゴ1Bj），

≦

ゴ＝1 ゴ＝1

　n
Σs。＋kλ（AゴiB」）

ゴ＝1

　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

Σ勾，k＋・，・（AゴIBゴ）≦ΣS。＋（k＋、）、（Aゴ1B」）．

ゴ＝1　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
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