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1　量子信頼性函数

量子通信路に対する信頼性函数は

　　　　　　　　E（R）…－1・mi。f主1。g即・・，η），・d＜・　　（1）

　　　　　　　　　　　　　7』→oo　γL

で定義される，ただしσは量子通信路容量であり，Eは伝送レートでありR＝響
＠とMはそれぞれ入力と出力の符号語数を表わす），誤り確率瓦（M，η）は任意に平

均誤り確率の最小値minw，x　P（W，　X）か最大誤り確率の最小値minw、x　1㌦砥（W，　X）

を取ることができる，これらの誤り確率は

　　　　　　　　　　　P（γレ，x）一右齢（以x），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

　　　　　　　　　　　馬脳（w，x）㍉鈴瓢乃（w，x），

で定義される，ただし
　　　　　　　　　　　　∫う（W，X）＝1－T7［Sω∫Xゴ】

はΣ狸1Xゴ≦1を満たす正作用素値測度X＝｛Xゴ｝に関連する通常の誤り率であ
る，ここで3，“ゴは符号ブロックγワ＝｛ω1μ2，，．。，ωM｝から選ばれた符合語ωゴに
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対応する密度作用素である．ランダム符号化法が用いられたとき，（1）で定義された

量子信頼性函数に対する下界は

E㈹≧Eq（R）≡max　sup｛μ9（π，　s）－sR｝，

　　　　　　　　　π　0くβ≦1

で与えられることが予想されている．ただし，π＝｛π1，π2，＿，π。｝はΣ器1πド1を

満たす先験確率分布である，すべての亀が純粋状態のときやすべての51が可換の
ときには上で与えられる下界が得られている，したがって少なくとも1つの＆が混

合状態のときにはconjec七ureとして提起されている，また

μ9（π，5）　冨　　一10g（ヌ（5），

　σ（8）＝Td孟（8）1＋8］，

　　　　　　ロ　　　　　　ユ
　五（・）一Σπ・評，

　　　　　　｛＝1

ただし，各8‘は入力アルファベット集合五＝｛1，2，＿，α｝からHilber七空間究に

おける出力の量子状態への量子通信路乞→畠の出力状態に対応する密度作用素であ
る，ここではdim［」7】＜OQとする．　Holevo［6】，　Ogawa　and　Nagaoka［7］ではμg（π，8）

が一1＜8＜1で凹函数であることの予想がされているがまだ証明はされていなかっ
た．この論文ではα＝2で2次元密度作用素の場合に0≦3≦1の範囲でμq（π，8）
は凹函数であることを証明する．

2　補助函数の凹性（その1）

Proposition　1（［2］，［3］）五（3）を伽e而ゐ」εと仮定する．このとき次が成り立てば

μq（π，8）は凹函数である．

　　α　　　　1　　　α　　　　　1　　　　　　1　　　　　α　　　　1　　　　　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　ユT・［（Σπ・晒＞8（Σ・、研（1・9評）2）一（Σ鳩罵）－1＋3（Ση呼1・9評）2］≧0・

　　仁1　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　‘漏1　　　　　　　　　ゴ＝1

Remark　L4（5）が伽επ観εであるという仮定はそれほど特別ではない．すべて

のπ‘が0でないときすべての5‘が伽飢弼θでなくても五（8）が蜘飢弼8になる
場合もある．またどれか1個だけ　畠が伽e漉配εであればム（8）は伽麗r励Zeと
なる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
α＝2のときを考える，このとき3汗＝・4，3評＝βとおき簡単のためπ1冨π2＝券

とする．したがって補助函数の凹性を示すには

T・［（且＋B）8（A（1・9五）2＋β（1・gB）2）一（五＋B）『1＋8（五1・9ム＋別・gB）2］≧0（2）
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を証明すればよい．ここで（2）を次のように変形する．

　　T・〔（．A十β）3（五（1・9孟）2＋β（1・9β）2）1－T・［（五＋β）－1＋8（五1・9オ＋別・gB）2］

＝T・［（A＋B）－1＋8（ム＋B）（五（1・9孟）2＋B（1・gB）2）］

　　－T・〔（、4十B）『1＋5（五1・9五＋β1・gB）2］

＝T・［（五十B）－1＋β｛五2（1・9五）2＋超（1・gB）2＋βみ（1・9五）2＋B2（1・gB）2｝1

　　－T・［（A＋B）－1＋5｛五2（1・g煮）2＋五1・9孟別・9β＋β1・gB五1・9孟＋β2（1・9β）2｝］

＝T・［（．4十B）－1＋8｛超（1・gB）2＋BA（1・9み）2｝1

　　－T・［（A＋β）｝1＋8み1・9朋1・9βトT・［（A＋B）－1＋8B1・9β五1・g刈

＝T・［（A＋B）一ユ＋8Aβ（1。9β）2］＋Tr［（五＋β）－1＋8BA（1・9み）21

　　－2Re　Tγ1／Uog／1（∠4十β）－1＋8BIog　B］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

Theorem　15＝1のとき成り立つ．すなわち

T・［（孟＋B）（五（1・9五）2＋B（1・gB）2）一（み1・9減＋別・gB）2］≧0．

Proof．（3）は次のように変形できる，

　　Tγ［ノ1B（10gB）2］十丁γ［βA（10g／1）2］－2ReTrレ110g！1BlogB】

－T・【紹（1・gB）2］＋T・［B五（1・gA）2ト2R・T・［B1／2み1／21・g舶1／2B1／21・gB］

≧T・［朋（1・gB）2｝＋T・［B五（1・9孟）2］

　　－2（T7・［B／1（10g／1）2D1／2（T・［五B（1・gB）2｝）1／2

＝
｛（Tγ［βノ4（109／1）2］）1／2－（丁噸B（1・gB）2D1／2｝2≧0．

口

Remark　2　Theorem　1は一般のαに対して成り立つ，また一般のπについても成
り立つ．

Theorem　23＝0のとき成り立つ．すなわち

T・［（五（109み）2＋β（1・gB）2）一（み＋B）｝1（且1・gA＋Bl・gB）2］≧0．

Proof，．4，　Bともにinvertibleのとき次のように変形できる，
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　　　　　（、4十B）－1＝五一1（五一1＋β一1）一1β一1－B一1（五一1＋B－1）－1夙｝1・

このとき（3）は次のように変形できる．

　　　T・［B（盆＋B）－1A（1・gB）2］＋T・［み（み＋B）－1B（1・9み）2】

　　　　－2Re　Tγ［log・4／1（五十β）－1Blog司

　　＝T・［（ノ1『1十13－1）－1（1・gB＞2］＋T・［（A－1＋B－1）－1（1・gA）2！

　　　　－2ReTr［10g」4（ノrユ十β一1）－110gB］

　　－T・［（、4一1十B－1）－1（1・9β）2】＋T・［（ゑ一1＋β一1）－1（1・9君）2］

　　　　－2R・T・［1・g遡一’＋β一1）－1／2（み一1＋β†1／21・gB］

　　≧T・［（ノ1－1十B～1）－1（1・9β）2｝＋T・［（み一1＋β†1（1・9五）2】

　　　　－2（T・［（減一1＋B－1）一1（1・g五）2］）1／2側（減一1＋β一1）－1（1・9β）2D1／2

　　－｛（T・［（五一1＋β†1（1・gB）2】）1／2－（T・［（湾一1＋β一1）｝1（1・g五）2］）1／2｝2≧0・

次にみまたはBがinvertibleでないときは、4。＝．A＋ε1またはB，＝B＋ε1とお

くと上の計算から次を得る，

　　　　　　T・［B，（擁。＋β，）－1五，（1・gβ，）21＋T・匹（五，＋B。）一’B，（1・9ん）21

　　　　　　－2Re　Tγ［10g、4ε、4。（、4ε十B，）－1B，　logβε1≧0．

ここでε→0とすれば目的の不等式を得る，　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Remark　3　Theorem　2は一般のπについても成り立つカミ，一般のαのとき成り立

つかどうかわからない．

3　補助函数の凹性（その2）

、4＋Bを次のようにScha七七en分解する，

　　　　　　　　　　　　　み＋B一Σち1φ，、〉＜φ司，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

ただし仏、｝は減＋Bの固有値，｛1φれ〉｝は対応する固有ベクトルである，このとき

次を得る，

　　　　　　T・［（五＋β）8（五（1・gA）2＋β（1・9β）2）］

　　　　　一Σ〈φ。1（五＋B）5／2（五（1・9五）2＋β（1・9β）2）（孟＋β）8／21φ・〉

　　　　　　　れ
　　　　　一Σ〈（五＋β）8／2φ，、1（即・g五）2＋β（1。gB）2）（五＋β）8／21φ・〉

　　　　　　　アし
　　　　　一Σ鴫〈φ。μ（1・9五）2＋B（1・gB）2）iφ・〉

　　　　　　　ハ
　　　　　ーΣオ拷・。・
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　　　　　　　　　　　T・［（五＋B）－1＋8（ゑ1・gA＋Bl・gB）2）1

　　　　　　　　　一Σ婿1＋8〈φ。1（オ1・9五＋別・9）21φ・〉

　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　一Σオ；1＋8b。・

　　　　　　　　　　　π

ここで次のようなLemmaを必要とする，

Lemma　1亡1，オ2，α1，α2，b1，わ2＞0が次の2条件を満たすとする、

（1）オ1α1＋オ2α2≧b1＋b2

（2）α1＋G，≧ぢ1b、＋古Σ1b2

このとき任意の0≦5≦1に対して次式が成り立つ，

　　　　　　　　　　　舌1・、＋オ茎・、≧渉τ1＋3わ1＋ぢ1＋5b・・

Proof．ち＝亡2のときは明らか，亡1＞亡2として一般性を失わない．

このとき次を得る，

　　　　　　　　　　　　舌1α1＋オ蓬・，一亡τ1＋8b1一ぢ1＋8b・

　　　　　　　　　　瓢オ1α1一オτ1＋8b1＋診茎・rオ牙1＋8b・

　　　　　　　　　　＝オf1＋β（舌1α1－b1）＋ぢ1＋3（オ・α・－b・）

　　　　　　　　　　≧ετ1＋8（δ2一亡2α2）＋ぢ1＋8（オ2α2一δ2）

　　　　　　　　　　冨（舌牙ユ＋8一オr1＋り（オ，αrδ2）・

ここで不等号は条件（1）から得られる．

亡2α2－b2≧0ならばち1＋8一亡∫1＋8≧0だから上式は非負となり結論が言える．一方

オ2α2一δ2〈0ならば次を得る，

　　　　　　　　　　　　　ぢα1＋オ昌・r亡f1＋8ひ一ぢ1＋8b・

　　　　　　　　　　　＝ぢ・、一オτ1＋8b、＋亡豊・，一妬1＋8δ・

　　　　　　　　　　　一亡1（α一オτ1δ1）＋姥（・，一力牙1b・）

　　　　　　　　　　　≧亡1（ぢ1わ2一α2）＋亡易（・，一孟i1δ・〉

　　　　　　　　　　　一（亡iオ茎）（舌Σ1δ2一α2）≧O・

ここで不等号は条件（2）から得られる．また最後の非負性は薩一場≧0と仮定から

得られる，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ



Remark　4個数が増えるとLemma　1は必ずしも成り立たない，反例として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　1　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　オ・－3，オ・＝2，孟・＝1・α1＝百，・・＝1，α・＝碁，δ・＝百，わ・＝4，b・＝1・8覧

とすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
　　　　　　　　　　　　　　　オ1α1＋オ・α・＋孟・α・需δ・＋煽＋δ・＝了・

　　　　　　　　　　　　　　・・＋・・＋・・一ぢ1b・＋孟牙・b・＋孟ヨ16・一署・

となり2条件は成り立つが

　　　　　　　　　　　　オ1・・＋・茎・・＋カ§・・2炉＋而＋1－4・・689・4・

　　　　　　　　　　オf・b1＋ぢ・δ・＋オ5・う・一乎2伽一4ユ・71・21・

したがってこの場合は結論が成り立たない．

Theorem　3オ，βを2次元正作用素とする．このとき任意の0≦8≦1に対して成
り立つ，すなわち

　　T・［（ば4十β）占（五（1。9み）2＋B（1・gB）2）一（λ＋β）『1＋W・9五＋別・9β）2］≧0．

Proof．　Theorem　1，2からLemma　1の2条件が得られるので結論が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Remark　5　Theorem　3は一般のπ1，π2のときも成り立つ．

Re免rences
［1］M．Burnashev　and　A，S．Holevo，　On　reliabili七y　func七ion　of　quan七um　communica．

　　　tion　channel，　Problems　of　Infbrma七ion　Transmission，　vo1．34，　no．2，　pp．97－107，

　　　1998，

［21S，Furuichi，　KYanagi　and　K　Kuriyalna，　A　remark　on　concavi七y　of七he　function

　　　appearing　in　quantum　reliabili七y　function，　ERATO－2002，

［3〕S．Furuichi，　K，Yanagi　and　K．Kuriyam，a，　A　suf丑cienもcondition　on　concavity　of

　　　七he　auxiliary　func七ioll　appearing　in　quan七unl　reliabili七y　fullc七ion，　INFORMA－

　　　TION，　vo1．6，　no．1，　pp．71－76，2003．

168



169

［4］R．G．G・11・g・・，1・f・・m・七i・n　th…y・nd・eli・ble　c・mmunica七i・n，　J・h・Wi1・y　and

　　　Sons，1968，

［51A．S．H・1・v・，　The　c・p・・ity・f　q・a・t・m・hann・1　wi七h　g・…a1・ig・・1・t・t・・，　IEEE

　　　Trans，　IT，　voL44，　no．1，　pp，269－273，1998．

［6］A．S．H・1…，R・1i・bili七y蝕・・七i・n・f　g・－1・1…i・・1－q…t・m・h・…1，　IEEE

　　　Trans。　IT，　voL46，　no．6，　pp．2256－2261，2000．

［7］T．09・wa　and　H．N・g・・㎞，　S七…g・・nverse　t・th・q・・nt・m・h・…1・・di・g七he－

　　　orem，　IEEE　Trans，　IT，　vo1．45，　no．7，　pp．2486－2489，1999．


