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R3＝RtVIを満たすプール行列II

Boolean Matrices Which Satisfy R3 ＝ Rt v 1， I I

  柏木 芳美

Yoshimi Kashiwagi

Abstract

 In the previous paper we have studied a Boolean matrix R of order 2，3 and 4 with the

property R3 ＝ Rt v 1 and have shown that there exists a permutation a with Ra ＝＝ Z，

where

⊥一〕・

 We will show in this paper that if a Boolean matrix R with this property is of order

5， then there exists a permutation u with Ra ＝ Z or Ra ＝ Y， where

       1 1 0 0 O

       O 1 1 O O

    Y :tO 0 1 1 Ol. 

       O O O 1 1

       1 0 0 0 1

1 はじめに

 柏木［1］において，「プール行列Rが関係式R3 ・・ Rt vIを満たすならば， Rσ＝Zと

なる置換σが存在する」という予想をたて，プール行列の次数が2，3または4ならばこ

の予想が正しいことを示した. この論文では，次数が5のときZの他にabstractに定義

した5次プール行列yもR3＝RtVIを満たし，逆に置換によるプール行列の変形を無

視すればこの条件を満たす5次プール行列はこれら2通りしかないことを示す. この結果

は，プール行列の行の1の個数によって分類して風潰しに計算することにより得られた. 
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 尚，元の橋本の予想(圖参考)は「プール行列Rが関係式R3＝RtVIを満たすなら

ば1≦Rか」というものであるが，この予想は次数が5の場合にも正しい. 

2 記号

 この論文では，成分が0または1である正方プール行列を扱う. 単位行列を1，成分が

すべて1のプール行列をEと書く. R＝(rの， S＝(8のをn次プール行列としたとき

    RvS : (rij v sij)

    R〈s ＝＝(旧く8乞ゴ)

     Rt:Rの転置行列(橋本の論文ではR'と書かれている)

      R＝(「乞ゴ)

     Rs ＝＝ R × s ＝＝ (vZ?(rik A skj))

    Rk＋1 ＝ RleR

と定める. 

 6nをn次対称群としσ∈6nとしたとき

    Ra ＝ (riaj・a)

と定める. 

 r＝(r1，r2，…，rn)を行ベクトルとしたとき

    ω(r):γ乞≠0を満たすiの個数

をベクトルrの重さという. rが列べクトルの場合にも同じ記号を用いる. 

 以下この論文では，riとCiを各々Rの第i行と第i列とし， SiをR3の第i行とする. 

3 証明で用いる性質

 ここでは5次の場合の証明に用いる性質を与える. 

 次は容易に証明できるか既に知られている結果である. 

命題1. R＝(rのをプール行列とする. このとき次が成り立つ. 

(1)Rのある行またはある列の成分がすべて0ならばR3≠RtVI. 

(2)σ∈(5nとする.  RがR3＝RtVIを満たすための必要十分条件は， Rσがこの条

  件を満たすことである. 
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(3)RがR3＝RtVIを満たすための必要十分条件は，転置行列Rtがこの条件を満た

  すことである. 

(4)(［2，性質20］)R3≦Rt VIとする， i≠」，胆心1ならば伍＝0. 

 補題を準備する. 

補題2. R＝(γ¢ゴ)をR3＝RtvIを満たすn次プール行列とし， iと」を1からnまで

の番号とする. このとき次が成り立つ. 

 (1)i≠ゴならば物くγ戸＝ O. 

   れ
(2)V幅くr・・)一r・i・

  kニ1

証明. (1)物＝＝ Oなら明らか. 物＝1なら命題1(4)よりrji＝＝ O. よってこのときも

  博く聯＝0・

 (2)(1)よりV(rik〈rki)ニrii〈rii・＝rii・                    □

      k＝1

 次の命題も用いる. 

命題3. R＝(丁乞ゴ)をR3ニRtVIを満たすn次プール行列， R3＝(8乞ゴ)， iとゴを1か

らηまでの乞≠ゴとなる番号とする. このとき次が成り立つ. 

(1)物二1であるための必要十分条件は伽＝Oで，riゴニ0であるための必要十分条

  件Oま8戸＝1・

(2)Rの第i行の重さが1とする. 

   (i)物＝1ならばrゴゴ＝1である. 

   (ii)rii＝1ならばRの第i列の成分はすべて1である. 

証明i

(2)

(1)R3ニRt＞1より明らか. 

(i)γゴゴ＝oと仮定して矛盾を起こす. R2の(p， q)成分をUpqとおく. 補題2(2)

 より

     勉ゴゴ＝V(脈く陶)＝rゴゴ＝o・

        k＝1

 物＝1でRの第i行の重さが1なので，k≠ゴならばrik＝0. よって

 R3ニRR2の(i，の成分は

        れ
     8乞ゴ ＝ V(rik〈t↓たゴ) ニγ・乞ゴ〈賜ゴゴ ＝o・

       k＝＝1

 よって，(1)より郁＝1. 鞠＝1なのでこれは命題1(4)に反する. 
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(ii)SとTを，第i行の重さが1で(i，の成分が1であるn次プール行列とする. 

  このときSTも同様の性質を持つことが容易に分かる. よって， k≠iのとき

     R3の(i， k)成分はSih＝0となる. 従って，(1)よりrke＝1となる. 

 以下で使うわけではないが，次の結果が得られる. 

系4. Rをプール行列とする. このとき次が成り立つ. 

(1)Rの2つの行あるいは2つの列の成分がすべて1ならばR3≠RtVJである. 

(2)R3の2つの行あるいは2つの列の成分がすべて1ならばR3≠Rt＞1である. 

証明. R＝(rij')とする. 

D

(1)R3 ＝ Rt＞1と仮定する.  Rの第i行と第ゴ行のすべての成分が1とする(i≠」). 

  よって，陶＝寧二1となるが，これは命題1(4)に反する. 列の場合も同様

(2)列の場合を示す. 行の場合は転置行列を考えればよい. R3＝Rt＞1と仮定する. 

 R3の第i列のすべての成分が1とする. 命題3(1)よりRの第i行の重さは1で

 rii ＝1である. 従って，命題3(2)(ii)よりRの第i列の成分はすべて1である. 同

 様にRはもう1つすべての成分が1である列を持つ. これは(1)に反する.   □

4 5次の場合

 ここでは次の結果をRの行の重さで場合分けした弧つぶしの計算により示す. 

定理5. RをR3ニRtv1を満たす5次プール行列とする. このとき， Rσ ＝ Z5または

Rσ ＝＝ Yとなるσ∈65が存在する. ただし，Z5は5次のZである. 

 以下，R＝(丁田ゴ)をR3 ＝ Rt＞1を満たす5次プール行列とし， riをRの第i行とす

る. まず，命題1(1)により

    (仮定1)Rのすべての行及びすべての列の重さは1以上

としてよい. 

 また，R3＝(5¢ゴ)とおく. 

4. 1 w(ri) ＝1

 r1＝(1，0，0，0，0)とr1＝(0，1，0，0，0)の場合を調べれば十分である. 例えば， r1＝

(0，0，1，0，0)のときはσ＝(23)とするとRσの第1行が(0，1，0，0，0)となる. 
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4. 1. 1 ri ＝ (1， o， o， o， o)

 命題3(2)(ii)よりRの第1列の成分はすべて1なので

       1 0 0 0 0

       1

    R＝tl S
       1

       1

となる4次プール行列Sが存在する. R3＝Rt＞1よりS3＝St V Iとなる. よって，

SσニZ4となるσ∈64が存在する. 従って， RT＝Z5となる7∈65が存在する. 

 rl＝(1，0，0，0，0)の場合が示されたので，適当に置換することにより

    r2 ＝＝ (O， 1， O， O， O)， r3 ＝ (O， O， 1， O， O)， r4 ＝: (O， O， O， 1， O)， rs : (O， O， O， O， 1)

の場合も示されることが分かる. よって，仮定1の下で，Rのある列の成分がすべて1なら

ばR3のその列の成分がすべて1なので，命題3(1)より，今示した場合に帰着する. 従っ

て，命題1(3)により

    (仮定2)RまたはR3のすべての行及びすべての列の重さは4以下

としてよい. 

4. 1. 2 ri ＝ (o， 1， o， o， o)

 命題1(4)よりr21 ・oである. よって，命題3(2)(i)より

    r2＝(0，1，＊，＊，＊)  (＊は0または1)

となる. 以下，ω(r2)で場合分けする. 

4. L2. 1 w(r2)＝1

 このときr2＝(0，1，0，0，0)である. よって，

R蝦ll)一一・の3行)

となる. R3を計算すると811＝0となりR3≠RtVIである，
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4. 1. 2. 2 w(r2)＝2

 r2＝(0，1，1，0，0)としてよい. 例えば(0，1，0，1，0)はσ＝(34)とすると(0，1，1，0，0)

に帰着する. その際，r1＝(0，1，0，0，0)を変えないことに注意する.  r23ニ1なので命

題1(4)よりr32＝0である. よって，

R ＝＝ k1■＠は一

となる. R3を計算すると1＝811＝αとなる. α＝1としてR3を計算すると821ニ1と

なる. 命題3(1)よりr12 ＝Oとなるので矛盾

4. L2. 3 w(r2)＝3

 r2＝(0，1，1，1，0)としてよい. 命題1(4)より

      O 1 O O O

      O 1 1 1 O

    R＝1＊ O ＊ ＊ ＊

      ＊ o ＊ ＊ ＊

      ＊  ＊  ＊  ＊  ＊

となる. よって，R3を計算すると

    sl ＝ (＊， 1， 1， 1， ＊)

となる. ただし，s1はR3の第1行. よって命題3(1)と仮定1より

      O 1 O O O

      O 1 1 1 ＊

   R＝IO O ＊ ＊ ＊

      o o ＊ ＊ ＊

      1 ＊ ＊ ＊ ＊

となる(851＝1のところで仮定1を用いた). R3を計算すると811＝0となり矛盾
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4. 1. 2. 4 w(r2)＝4

 r2＝(0，1，1，1，1). 命題1(4)より

       O 1 O O O

       O l l l l

    R＝＝ 1＊ O ＊ ＊ ＊

       ＊ o ＊ ＊ ＊

       ＊ o ＊ ＊ ＊

となる. よって，

    Sl ＝ (＊， 1， 1， 1， 1)

となる. よって命題3(1)よりRの第1列c1の成分がすべて0となるので済んでいる. 

 以上でw(r1)＝1の場合が済んだ. よって，置換や転置を考えることによりω(rz)＝1，

ω(Ci)＝1(i＝1，…，5)の場合も済んだ. 従って，以下，

    (仮定3)Rのすべての行及びすべての列の重さは2以上

としてよい. 

4. 2 w(ri)＝2

 r1＝(1，1，0，0，0)とr1＝(0，1，1，0，0)の場合を調べればよい. 仮定3より， w(r2)≧2

としてよい. 

4. 2. 1 ri ＝ (1， 1， O， O， O)

 r12＝1よりr21＝0である. 

4. 2. Ll w(r2)＝2

 r2＝(0，1，1，0，0)とr2＝(0，0，1，1，0)の場合を調べればよい. 

4. 2. 1. 1. 1 r2 ＝ (O， 1， 1， O， O)

 このとき

R一

i蝋！ii)
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となる. よって，813＝1となる. よって，

R一

ki棚i)

とおける. ただし，a， b， cは1または0. 仮定3よりω(0，0，a，b，c)≧2なので，(α，b，c)＝

(1，1，0)，(α，b，c)＝(0，1，1)，(α，b，c)＝(1，1，1)の3通りの場合を検討すればよい((α，b，c)＝

(1，0，1)の場合は置換(45)により(α，b，c)＝(1，1，0)に帰着する). 

(1) (a， b， c) ＝: (1， 1， O)

  このときは命題1(4)とω(Ci)≧2より

         1 1 0 0 O

         O 1 1 O O

      R＝10 0 1 1 0

         ＊ ＊ O 1 1

         ＊ ＊ ＊ O 1

  となるので

          1 1 1 1 0

          ＊ 1 1 1 1

      R3＝1.  ，111
          ＊ ＊ ＊ 1 1

          ＊ ＊ ＊ ＊ 1

  となる. よって，命題3(1)とω(c1)≧2より

         1 1 O O O

         O 1 1 0 O

      R＝＝ lO O 1 1 Ol ＝＝Y

         O O O 1 1

         1 0 0 0 1

  となる. このときは実際にR3＝RtVIを満たしている. 

(2) (a， b， c) ＝ (O， 1， 1)
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  このときは

         1 1 0 0 O

         O 1 1 O O

      R＝＝ IO O O 1 1

         ＊ ＊ o ＊ ＊

         ＊ ＊ o ＊ ＊

  となりW(C3)＝1なので済んでいる. 

(3) (a， b， c) ＝ (1， 1， 1)

  このときは

         1 1 0 0 O

         O 1 1 O O

      R＝＝ 10 0 1 1 1

         ＊ ＊ o ＊ ＊

         ＊ ＊ o ＊ ＊

  となる. R3を計算するとω(s1)ニ5となり仮定2に反する. 

4. 2. 1. 1. 2 r2 ＝ (O， O， 1， 1， O)

 このとき，w(c2)≧2なので

      1 1 0 0 O

      O O 1 1 O

    R＝1＊ O ＊ ＊ ＊

      ＊ o ＊ ＊ ＊

       ＊ 1 ＊ ＊ ＊

となる. s1ニ(1，1，1，1，＊)となるのでω(c1)≧2より

       1 1 0 0 O

      O O 1 1 O

    R＝IO O ＊ ＊ ＊

       o o ＊ ＊ ＊

       1 1 ＊ ＊ ＊

となる. よってs5＝(1，1，1，1，＊)となり， w(c5)≦1となるので済んでいる. 

4. 2. 1. 2 w(r2) ＝3

 r2＝(0，1，1，1，0)とr2＝(0，0，1，1，1)の場合を調べればよい. 
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4. 2. 1. 2. 1 r2 ＝ (O， 1， 1， 1， O)

 このときは

       1 1 0 0 O

       O 1 1 1 O

    R＝1＊ 0 ＊ ＊ ＊

       ＊ o ＊ ＊ ＊

       ＊  ＊  ＊  ＊  ＊

となる. s1＝(1，1，1，1，＊)となるのでω(c1)≧2より

       1 1 0 0 O

       O 1 1 1 O

    R＝10 O ＊ ＊ ＊

       o o ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

となる. よってs5＝(1，1，1，1，＊)となり，ω(c5)≦1となるので済んでいる. 

4. 2. 1. 2. 2 r2 ＝ (O， O， 1， 1， 1)

 このときは

       1 1 0 0 O

       O O 1 1 I

    R＝1＊ O ＊ ＊ ＊

       ＊ o ＊ ＊ ＊

       ＊ o ＊ ＊ ＊

となり，w(c2)≦1となるので済んでいる. 

4. 2. 1. 3 w(r2)＝4

 このときは

      1 1 0 0 O

      O 1 1 1 l

   R＝1＊ O ＊ ＊ ＊

      ＊ o ＊ ＊ ＊

      ＊ o ＊ ＊ ＊

となる. s1＝(1，1，1，1，1)となるので仮定2より済んでいる. 
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4. 2. 2 ri ＝ (O， 1， 1， O， O)

 このときはw(c1)≧2より

       O 1 1 O O

       o ＊ ＊ ＊ ＊

    R＝ IO ＊ ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

となる. 

4. 2. 2. 1 w(r2)＝2

 r2＝(0，1， 1，0，0)，(0，1，0，1，0)，(0，0，0，1，1)の場合を調べればよい. 

4. 2. 2. 1. 1 r2 ＝ (O， 1， 1， O， O)

 このとき

       O 1 1 O O

       O 1 1 O O

    R＝IO O ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

となる. よって，計算によりR3≧1の第3列の成分がすべて1となるので済んでいる. 

4. 2. 2. L2 r2 ＝ (O， 1， O， 1， O)

 後との関係で

    r2 ＝ (O， 1， ＊， 1， ＊)

の場合を調べる. 従って，

       O 1 1 O O

       O 1 ＊ 1 ＊

    R＝＝ IO ＊ ＊ ＊ ＊

       1 0 ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

とする. このときは821＝ri2 ・・ 1となり矛盾. 
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4. 2. 2. 1. 3 r2 ＝ (O， 0， O， 1， 1)

 このときはw(c2)≧2なので

       0 1 1 0 O

       O O O 1 I

    R＝IO 1 ＊ ＊ ＊

       1 0 ＊ ＊ ＊

       1 0 ＊ ＊ ＊

となる. よって，815＝r51＝1となり矛盾. 

4. 2. 2. 2 w(r2)13

 4. 2. 2. 1. 2においてr2＝(0，1，＊，1，＊)の場合は済んでいるので，残りはr2＝(0，0，1，1，1)

だけである. このときはw(c2)＝1となり済んでいる，

 以上により，ω(r1)ニ2の場合が終わった. 従って，仮定2より

    (仮定4)Rのすべての行及びすべての列の重さは3または4

としてよい. 

4. 3 w(ri)13

 w(r1)＝4ならω(c1)≦2となるので済んでいる. よって， rl＝(1，1，1，0，0)と

r1＝(0，1，1，1，0)の場合を調べればよい. 

4. 3. 1 ri ＝ (1， 1， 1， O， O)

 このときは仮定4より

       1 1 1 0 O

       o ＊ ＊ ＊ ＊

    R＝＝ IO ＊ ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

       1 ＊ ＊ ＊ ＊

となる. よって，s52＝s53＝1となるのでr25＝r35＝0となる。よって， w(c5)≦2と

なり済んでいる，
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4. 3. 2 ri ＝ (O， 1， 1， 1， O)

 このときは

       O 1 1 1 O

       o ＊ ＊ ＊ ＊

    R＝IO ＊ ＊ ＊ ＊

       o ＊ ＊ ＊ ＊

       ＊  ＊  ＊  ＊  ＊

となりω(c1)≦1で済んでいる. 

 以上によりすべての場合が終わった. 

5 6次以上への拡張

 新たに見つかった5次プール行列Yのべきは次のようになる. 

∫:くy＝

1 1

0 1

0 0

0 0

1 0

y3ニア～1＝

o o o

1 0 0

1 1 O

O 1 l

O O 1

'

1 1 1 1 O

O 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

'

Y2 ＝

1

0

0

1

1

y4 ＝＝ E. 

1 1 0 0

1 1 1 O

O 1 1 l

O O 1 1

1 0 0 1

'

 このYを次数が6以上の場合にそのまま拡張してR3＝Rt＞1を満たすプール行列を

得ることはうまく行っていない(6次の場合にはy4＝郵＞1となるYが得られた). し

かし次数がn＝4m＋5の場合には次のように拡張できた. 

命題6. m＝0，1，2，…としてn・・＝・4m＋5とする. このときn次プール行列

       1 1 1 一・ 1 1 0 ・一 O O O

       O 1 1 一・ 1 1 1 … O O O

       O O 1 ・一 1 1 1 一・ O O O
    Ym ”II Il ＝.  IIl ・・.  III

       1 1 1 一・ O O O 一・ O 1 1

       1 1 1 ・一 1 0 0 ・一 O O 1
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はR3＝RtVIを満たす. また，㎎＝zとなるσ∈6nは存在しない. ただし㌦の各

行，各列の1の個数はm＋2である. 

例7. n＝9ニ4×1＋5のとき

Yl＝

1 1

0 1

0 0

0 0

0 0

0 0
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 Ymの各行の1の個数はすべてm＋2なのでY堰?・・ Zとなるσ∈Snは存在しない. 以

下，YmがR3＝Rt V Iを満たすことを示す. そのために各行各列の1の個数が2個であ

る次のn次プール行列Knを考える. 

       1 1 O 一・ O O

       O 1 1 ・一 O O

       O O 1 ・一 O O
    Kn＝

       O O O 一・ 1 1

       1 0 0 ・一 0 1

補題8. Rをn次プール行列とし， Rの第i行をri，第i列をCiとする(i＝1，2，…，n). 

このとき次が成り立つ. 

       rl V r2

       r2 V r3

(1) KnR＝1 I

      rn-1 V rn

      rn V rl

(2)Z≦n-2のとき，

KLR＝ n

， RKn ＝ (Cl V Cn，C2 V CI，C3 V C2，'” ， Cn V Cn-1)・

rl V r2 V…  V rl十1

r2 V r3 V…  V rl十2

                 '
    rn-1 V rn＞r1＞…V rl＋n＿1

     rn V rl V r2 V…V rl＋n

RKA ＝ (Cl V cn V Cn-1 V ' ' ' V Cn-t＋1， C2 V CI V Cn V ' ' ' V Cn-1＋2，
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          ' ' ' ， Cn V Cn-1 V Cn-2 V ' ' ' V Cn-1)・

  ただし，添え字がnを超えるときはその数字をnで割った余りが添え字であると

  する. 

(3)♂≧n-1のとき，

          rl V r2 V…  V rn

          rl V r2 V…  V rn
      KLR＝
      n

          rl V r2 V…  V rn

      RKk ＝ (cl V c2 V'”V cn， Cl V C2 V'”V Cn，'” ， Cl V C2 V'”V Cn)・

証明. (1)積をそのまま計算する. 

(2)Sがプール行列または行ベクトルまたは列べクトルのときSVS＝・Sとなることに

  注意する. よって，例えば(rl V r2)V(r2 V r3)＝・ rl V r2 V r3となる. 従って，(1)

  を繰り返し用いると，

            rl V r2 V…V rl＋1

            r2 V r3 V…  V rl十2
      KLR＝
       n

           rn V rl V r2 V…  V rl十n

   となることが分かる. ただし，添え字がn＋r(1≦r≦n-1)のときはrを意味す

  る. RKhについても同様である. 

(3)(2)より1矯一1Rの各行はrlVr2＞…Vrηとなる. ここから先の行は変わらない

  ので結論が得られる. RKhについても同様である.             □

命題6の証明. 以上の準備の下で瑞＝鶏VIとなることを示す. 以下， m＝O，1，2，…，

n＝4m＋5とする. 1≦Ymなので1≦哺. 従って，対角成分は等しい. 

 PTmの第1列は，(1，1)成分が0で，その後1がn一(m＋2)＝3m＋3個続き，その後

0がm＋1個続く. 第2列以降はその並びを1つずつ下に下げた(第n行だけは第1行に

上げた)ものである. 

 次に疏の行に注目する. 補題8(2)より，Knを用いるとYmは

    Ym＝κ籍＋1
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と書ける. よって，Knの第i行をriとすると，補題8(2)より

    yA 一 Kfim'3 一 K£一＋2K.  . .  (;1 U ;i U li 1 U :g::i)

となる. よって，yAの第1行は，第1列から1が3m＋4 ・＝(3m＋3)＋1個続き，その

後0がn一(3m＋4)＝m＋1個続く. 第2行以降はその並びを1つずつ右にずらした(第

n列だけは第1列にずらした)ものである. 

 以上により，瑞＞1の第1列と瑞の第1行が，従って玲V∫の各列と哺の対応す

る行が等しいことになる. 従って哺＝vza V Iが示された.            □

 次の命題は，R3 . ， Rt＞1を満たすn次プール行列からR3＝RtVIを満たすn＋1次

プール行列を得る方磨翌�^える. 

命題9. RをR3 ・＝ RtvIを満たすn次プール行列とする. このときn＋1次プール行列

('・k ，)

も同じ条件式を満たす. 

証明. このブS一・一一ル行列をTとおく. 容易に，

. 3

＠. . ， (//.  i k'g')＝ (g， i

となることが分かる. 

，1 '」， i ＠) ＝，t ，，

o

6 おわりに

 風潰しに計算することにより，R3 ・.  Rt＞1を満たす5次プール行列を調べ，置換を除

けばZとyしかないことを確認した. その結果，R3＝舟＞1を満たすプール行列は本

質的にはzしかないであろうという私の予想は外れた. 尚，R3＝RtVIを満たすプー

ル行列Rは1≦Rを満たすかという橋本によって提起された問題はまだ未解決である. 

 プール行列について色々とお教えいただいた橋本先生に感謝する. 
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