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成富敬

                  Abstract

 This paper proposes a new computational algorithm for solving pentadiagonal systems of linear

equtions.  The algorithm has essential parallelism suitable for paralle｝ processing systems.  A numer-

ical example is also given to illustrate the proposed algoritm. 

1 はじめに

要素間に関係性のあるシステムをモデル化する際，最終的に次式で表わされる連立一次方程式の求解に帰

着される場合がある. 

Ax ＝＝ h. (1)

ここでAはN行N列の対角優位な五重対角正方行列，xとhはN次元の列べクトルであり， x＝
＠1，コり2，＿，XN)T， h＝(hl， h2，＿，hN)Tとする. 

A＝
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(2)

ここで，1≦i≦m，m＋1≦k≦N.  bl＝b2＝c1＝＝ o， eN?N＝！1v＿1＝0である. 

 対象問題のより詳細な分析のためには，考慮する要素数を増やす必要があり，大規模連立一次方程式を解

くことになる. このような大規模問題に対しては，ベクトル型スーパコンピュータや並列分散型コンピュー

タなど新たな計算求翼Aーキテクチャが研究開発され，あわせて計算求翼Aーキテクチャに適した計算方磨翌ｪ

研究されてきた. 今では，一般的なパーソナルコンピュータが複数のCPUコアを持つまでになっており，

計算求頼ﾂ境の面ではある程度の水準に達している. しかしながら，複数のCPUを効率よく利用するには

並列アーキテクチャに適した並列アルゴリズムが必要である. このようなアルゴリズムの開発はここ数十

年続けられてきたが，新しい解磨翌ﾌ開発は不可欠である. 

 ところで，これまで大規模な三重対角連立一次方程式や五重対角連立一次方程式を解く方磨翌ﾆして，ガ

ウスの消去磨翌祗U分解に基づく方磨翌�ﾍじめ，様々な解磨翌ｪ提案されている［2，3，4，6，8］. 
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 本稿では，五重対角連立一次方程式の求解磨翌ﾆして，Thomas磨浴m1，5］の系統に位置づけることのできる

手磨翌��ﾄしている. この解磨翌ﾍ解磨落ｩ体が自然な並列性を有しており，並列計算求翌ﾉ適した解磨翌ﾅある。

2. 1 解磨翌ﾌ導出

N＝2mとし，式(2)を考慮し，式(1)を次のように表す. 

             bixiT2＋cixi. i＋dixi＋eix・i＋i＋fixi＋2 ＝＝ hi， (3a)

             bkXk-2＋CkXk-1＋dleXk＋eleXk＋・＋fkXk＋2＝爆      (3b)

いま，

                 x'i＝'yiXi＋2十(均コじ乞＋1十β歪，                      (4a)

                 Xk ＝tykXk-2十akXk一十fiic， (4b)

とする. このとき，

                xi＋i :'＞tiTixi＋i＋cMi-ixi＋L3i-i， (5a)

                Xk＋1＝71e＋IXk-1十ak＋IXk十5ic＋1.  (5b)

また，

                xi-2＝tyi-2xi十ai-2xi-1十5i-2， (6a)

                Xk＋2;'γk＋2Xk一←αk＋2Xk＋1十βk＋2・                (6b)

式(5a)と式(6a)を式(3a)の左辺第2項と第1項にそれぞれ代入して整理し，式(4a)と比較する. 同様

に，式(5b)と式(6b)を式(3b)の左辺第4項と第5項にそれぞれ代入して整理し，式(4b)と比較する. こ

れにより，筋，伽，ai，αk，房，魚についての以下の漸化式がえられる. 

                        fi
                                            (7a)              7乞＝                 di ＋ ci dvi-1 ＋ bi(7i-2 ＋ ai-lai-2) '

                         bk
                                            (7b)              ツた＝一                 礁＋ekCMk＋、＋fk (orκ＋2＋ak＋、ale＋2)'

                    ei ＋ ori-i(ci ＋ biafi-2)
                                            (8a)              cui ＝ 一                 d汁C琶αH＋娠ット2＋αi一、αi-2)'

                    Ck ＋ 7k＋1(ek ＋ ficak＋2)
                                            (8b)              αた＝                 dk＋eleak＋、＋∫面南＋2＋ale＋、ak＋2)'
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                hi 一 cisi-i 一 bi(ai-25i-i ＋ fii-2)
                                            (9a)              5i ＝＝
                di ＋ ciai-1 ＋ bi (k-2 ＋ ai-lai-2) '

                 hk-ekβk＋1-fk(αk＋2fiic＋1＋βic＋2)
                                 .  (9b)              5k ＝
                 砺＋ekak＋1＋/鳶幅＋2＋ak＋1(Xk＋2)

なお，7、＝一f、/d、，72 ＝＝一f2/(d2＋C2α、)，7N一一bN/dN，7N一・＝一bN一・/(dN一・＋eN一・αN)・α・＝

一el/dl， a2 ＝ 一(e2＋71c2)/(d2＋c2al)， crN ＝ 一cN/dN， aN-1 ＝ 一(cN-1＋7NeN-1)/(dN-1＋eN-laN)，

β1＝h1/d1，β2＝(h2-C2β1)/(d2＋C2α1)，βN＝hN/dN，βN＿i＝(んN＿1-eN＿1βN)/(dN＿1＋eN＿1αN)・

 ところで，式(4a)と式(4b)においてそれぞれx＝m， x＝m＋1とおくと;

               xm＝7. xm＋2＋amx. ＋1＋Pm， (10a)

               Xrn＋1＝tym＋IXm-1＋am＋IXm＋5m＋1・ (10b)

また，式(4a)と式(4b)においてそれぞれx・＝m-1， x＝m＋2とおくと二

               Xm＿1＝'γm＿1Xm＋1＋αm＿IXm＋β，n＿i，                (11a)

               oじm＋2＝ツm＋2Xm十αm＋2Xm＋1十βm＋2・               (11b)

ここで，式(11b)を式(10a)の右辺第1項に，また，式(11a)を式(10b)の右辺第1項に代入して整理す

ると次式が得られる. 

       (7m'γm＋2-1)Xm＋(7mαm＋2＋αm)Xm＋1＋7mβm＋2＋βm＝0，            (12a)

       (tym＋、α皿一、＋αm＋、)xm＋(ッ㎜＋・ッ，n一・一1)xm＋・＋Orm＋・βm一・＋6m＋・＝o・ (12b)

式(12a)と式(12b)をXmとτm＋1について解くと，以下のとおりXmとXm＋1が求まる. 

     Xm ＝(rym＋、β. 一、＋βm＋、)(7mαm＋2＋αm)一(ッmβm＋2＋βm)(7m＋・tym一一1(7. 7. ＋2 一 1)(or. ＋17m-1 一 1) 一 (7mam＋2 ＋ (lm)(7m＋1(lm-1 ＋ am＋1))，(13・)

         (7mβm＋2＋βm)('γm＋1CMrn＿1＋αm＋1)一(7m＋iβm-i＋βπ、＋1)('γm'γm＋2-1)
                                           (13b)
     Xm＋1 ＝(7m7m. 、一1)幅. 、rym一一1)一(7m・m. 、＋αm)6m. 、αm，、＋・m. 、)'

 したがって，式(4a)においてi＝m-1，m-2，＿，1とし，式(4b)においてk＝m＋1，m＋2，＿，！V

とすることにより各Xiと各Xhを求めることができ，解xのすべての要素が得られる. 

2. 2 求解アルゴリズム

 本解磨翌ﾌアルゴリズムは次のとおりである. 

ステップ1式(7a)，式(8a)，式(9a)においてi＝1，2，＿，mとし，各')'i，αi，βiを求める. また，式
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  (7b)，式(8b)，式(9b)において， i＝N，1＞一1，＿，m＋1とし，各7k， ak，魚を求める. 

ステップ2式(13a)と式(13b)により， XmとXm＋1を求める. 

ステップ3式(4a)においてi＝m-1，m-2，＿，1とし， Xm＿1，Xm＿2，＿，Xlを順次求める. また，式

  (4b)においてk＝＝m＋2，m＋3，＿，1＞とし， Xm＋2，Xm＋3，。。. ，XNを順次求める. 

 並列性については，ステップ1では，各('ri， ai，のと各(ork， ork，魚)とを独立に計算できる. ま

た，ステップ3では，各Xiと各Xkを独立に計算できる. 

 なお，本アルゴリズムの計算量は，分母の共通する部分が再計算を要しないことなどを考慮すると，ス

テップ1では19！＞一52，ステップ2では23，ステップ3では4N-8であり，全計算量は231V-37となる. 

3 数値計算例

数値計算例を示す. いま，次の五重対角係数行列Aを考える. 

A＝

4 一1 一1 O

一1 4 一1 一1 O

一1 一1 4 一1 一1 O '・

O 一1 一1 4 一1 一1 O '・.  '・

o ”

o

・ ・.  O 一1 一1 4 一1 一1 O

・ ・・ ・・ O 一1 一1 4 一1 一1

O 一1 一1 4 一1

  0 一1 一1 4

ここで，解x＝(1，1，1，＿，1，1，1)Tとすると，h＝(2，1，0，＿，0，1，2)Tである. このとき，ステップ1の

ati， ai，βi，及び鰯， ak，焦は以下のとおりである. 

！

t

！

！

t

T

T

T

T

T

        ツ乞   αi   β乞

i＝1 : ( O. 250000 O. 250000 O. 500000 )

i＝2 : ( O. 266667 O. 333333 O. 400000 )

i＝3 : ( O. 300000 O. 400000 O. 300000 )

i＝＝4 : ( O. 312500 O. 437500 O. 250000 )

i ＝ 5 : ( O. 323887 O. 465587 0. 210526 )

i＝＝6 : ( O. 331321 O. 485580 O. 183099 )

k＝:7 : ( O. 331321 O. 485580 O. 183099 )

k＝8 : ( O. 323887 O. 465587 O. 210526 )

k＝9 : ( O. 312500 O. 437500 O. 250000 )

k＝10 : ( O. 300000 O. 400000 O. 300000 )

k＝ 11 : ( 0. 266667 O. 333333 O. 400000 )

k＝＝12 : ( O. 250000 0. 250000 O. 500000 )

        7k   α允   βん



( 777 )一 101 一

4 まとめ

 五重対角連立一次方程式の解磨翌��ﾄした，五重対角連立一次方程式に対するガウスの消去磨翌ﾌ計算量

は，191＞であるが並列計算には適していない. また，分割統治磨浴m2］やTW分解に基づく解磨浴m4］と比較

すると，これらの解磨翌ﾍプロセッサ数をPとすると，それぞれ45！V/P，49N/Pであり，計算量の面では

提案手磨翌ｪ優れている. 

 本解磨翌ﾌ自然な並列度は2であるが，文献［7］で述べている分割統治の考え方を導入することにより並列

度を高めることが可能となると考えられる. また，実際に並列計算をおこなう際のデータ転送に要する通

信時間や解磨翌ﾌ安定性の検証なども今後の課題である. 
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