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Numerical  Simulation  of  Self-Sustained  Oscillatory  Flow

Behind  a  Square  Rod  in  a  Channel
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  The present paper describes the effects of time step and grid size on the numerical results for unsteady

flow problems. We studied Karman vortex behind a square cylinder in a channel at intermediate

Reynolds numbers,using a finite volume code. It is revealed that the numerical errors strongly depend on

respective physical quantities such as velocities and Strouhal number etc. The predicted Strouhal

number satisfactorily agrees with the experiment additionally performed
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１． 緒言

　ブラフボディ後方の非定常流は、その流れが示す規

則的な構造、および様々な工業的応用のため数多くの

実験的ならびに数値的研究の対象となってきた。また、

この流れの工業的応用の多くが壁近傍の非定常的な特

性よりも、後流の非定常的な特性に関係しているため、

多くの実験的研究が後流中のKarman渦の非定常挙動

の解明をその主たる目的としている。一方、この流れ

は数値計算の代表的なベンチマ－クとして位置付ける

こともでき、そのため多くの数値的研究の対象ともな

ってきた。とりわけ最近では、コンピュ－タ演算スピ

－ドの高速化および高次精度計算手法の開発により、

基礎方程式を数値的に積分することが可能となり、直

接数値計算（DNS）による研究も多く行われ始めてい

る。DNSを用いた後流挙動に関する計算は既に行われ

ており、抗力係数、渦の振動周波数などについて実験

との比較がなされている１）～４）。また最近では、DNS

を用いた３次元の計算５）が行われ、２次元数値計算の

限界を指摘している。

　本研究では、後流と噴流の特性を併せ持ったブラフ

ボディ型燃焼器６）の数値シミュレ－ションを開発する

最初の段階として、幾何学形状として簡単な平行平板

間流れを取り上げ、角柱を挿入し不安定化させた場合

の流れ場に関して、２次元数値計算を行う。本研究の

目的は、計算結果の検討を通して将来の様々な非定常

流下の問題に対する数値的研究の指針を得ることであ

る。特に、従来あまり検討されていない計算結果に与

える時間ステップ、格子間隔の影響を調べ、St 数の計

測や流れの可視化実験との比較を通じて、数値解析の

妥当性を検証するものである。

２．記号

Ｂ　：角柱寸法

Ｌ　：流路長さ

Ｈ　：流路幅

Ｗ　：奥行き

ｆ　：渦の放出周波数

Ｔ　：周期

Ｐ  ：無次元圧力（=Ｐ’／（ρ・ua
２））

Re  ：角柱レイノルズ数（=uａ・Ｂ／ν）
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St　：ストロ－ハル数（=ｆ・Ｂ／uａ=１／Ｔ）

ｔ　：無次元時間（=ｔ’・uａ／Ｂ）

△ｔ：無次元時間ステップ

ｕ　：ｘ方向無次元速度（=u’／uａ）

ｕa  ：入口断面平均速度

ｖ　：ｙ方向無次元速度（=ｖ’／uａ）

△ ｕ：無次元速度ｕの変動幅

ｘ　：流れ方向無次元座標（=ｘ’／Ｂ）

ｙ　：高さ方向無次元座標（=ｙ’／Ｂ）

β　：閉そく比（=Ｂ／Ｈ）

ρ　：流体の密度

ν　：流体の動粘性係数

肩字

 ′：有次元量

３． 数値解析の手法および条件

３．１　基礎方程式

　解析対象の流体として非圧縮性のニュ－トン流体を

仮定し、重力等の外力を無視すると、２次元流れの無

次元化された方程式は次のように与えられる。

（連続の式）
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　ここで、ｕ、ｖは流れ方向座標ｘと流れに垂直な方向

標ｙの速度成分であり、座標の原点は Fig.1 に示した

ように角柱の中心とする。

　Fig.1 Flow configuration and coordinate system

　２次元非定常流体解析法には、速度・圧力法のほか、

流れ関数・渦度法７）などがあるが、本研究では境界条

件の与え方が容易であること、３次元計算への拡張を

考慮に入れ、速度・圧力法を用いることにする。

３．２ 　計算格子

　計算領域内には、圧力Ｐと速度成分ｕ、ｖの定義点を

半格子ずらして配置した等間隔スタッガ－ド格子を採

用した。Fig.2はスタッガ－ド格子の概略図を示す。

　　Fig.2　Staggered and uniform distributions

　格子数として 50×50、80×80、100×100,120×120

の計 4 種類を用い、計算結果に与える影響を検討した。

なお、Fig.2に本研究で使用した計算格子（100×100）

を示す。

　　　　　　　　Fig.3　Grid system

grid:100×100

ｙ

x
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３．３ 　 計算方法

　各保存方程式の離散化には有限体積法を用い、式(2)、

(3)の拡散項には中心差分を、対流項には数値粘性の影

響を改善するために、３次精度風上差分（QUICK）を

適用した。非圧縮性流体では、連続の式(1)が運動方程

式(2)、(3)に対する拘束条件となるのでこれらを同時に

満足するように速度成分ｕ、ｖおよび圧力Ｐの数値解

を効率的に求める計算アルゴリズムが必要になる。本

計算では、圧力補正式による SIMPLE 法５）を採用し

た。以下に SIMPLE 法を用いて推測した圧力Ｐ＊を改

善する手順について説明する。

速度 u を求めるｘ方向運動方程式(2)の離散化式

　 　　　　∑ ++= )P-(PAbuaua EPenbnbee 　　(4)

同様にｖを求めるｙ方向運動方程式(3)の離散化式

　 　　　∑ ++= )P-(PAbvava NPnnbnbnn 　　　(5)

　ここで、a、b は係数、Ae、An は圧力が作用する面

積である。さらに添字は格子点の位置を示し、特に nb

は点Ｐの全ての隣接点を表している。

　圧力に対して適切な推定値Ｐ＊を与えると、速度に対

して近似式 u*、v*を式(4)、(5)から以下のように求める

ことができる。

　 ∑ ++= )-P(PAbuaua E**Penbnb*ee 　　　　　(6)

　 ）*N*Pnnbnbn*n -P(PAbuava ++= ∑ 　　　　　(7)

　正しい圧力および速度をＰ、u、v とし、推定値Ｐ＊

に対する補正量をＰ’、それに対応する速度補正量をu’、

v’とする。すなわち、

　　　　 P'PP * += 　　　　　　　　　　　　　　(8)
　　　　 u'uu * += 　　　　　　　　　　　　 　(9)

　　　　 v'vv * += 　　　　　　　　　　　　　 (10)

の関係式を定義する。この３式を式(4)、(5)に代入し、

各々の式(6)、(7)を差し引くと、

　 )''-P(PA'ua'ua EPenbnbee ∑ += 　　　　　　　　(11)

　 ∑ += )''-P(PA'va'va NPnnbnbnn 　　　　　　　　(12)

　ここで、隣接する格子点の速度補正量の影響が小さ

いと考えて、右辺第１項を省略する。したがって速度

補正量は、

　 eeeEPee /aAd''-P(Pd'u ≡= ）， 　　　　　　　(13)

　 nneNPnn /aAd  )''-P(Pd'v ≡= ， 　　　　　　　(14)

　したがって、連続の式(1)の離散化に必要な速度は次

式で与えられる。

　 )''-P(Pduu EPe*ee += 　　　　　　　　　 　　(15)

　 )''-P(Pdvv NPn*nn += 　　　　　　　　　 　　(16)

 連続の式の離散化式に式(15)、(16)およびuw、vsに関

する同様な式を代入し、圧力補正量 P’に関する圧力補

正式を得る。

　 b'Pa'PA'Pa'Pa'Pa SSNNWWEEPP ++++= 　　　(17)

上式より、P’が得られると、次にP’を式(8)および式(15)、

(16)に代入して新しい P、u、v が求まる。これらの値

が収束解に達していなければ、P は式(8)のP*に置き換

わり、繰り返し計算を行う。

　計算過程で解の収束を加速するする目的で、緩和係

数（α＝0.7）を用いた SOR 法を併用した。さらに、

運動方程式(2)、(3)は、時間ステップ毎に繰り返し計算

を施しつつ、完全陰解法により時間発展させた。

　なお、本計算コ－ドの妥当性を確認するため、平行

平板流路の発達流れの計算９）を行った。その結果、速

度が理論解と一致していることを確認した。

　計算条件による数値安定性を判断する基準として、

ク－ラン数ｃ（=△t・u／△x）があり、時間差分スキ

－ムを陽解法とした場合、数値安定性の条件はｃ＜1.0

になる。本研究では、時間スキ－ムを完全陰解法とし

ているため、この制約条件は必要ないものと考えられ

る。格子数 120×120、△t=10－４では最大ク－ラン数

ｃは、0.0026 になる。

３．４　計算条件

　計算は、Fig.１に示した流れ方向の全長が９Ｂの計

算領域で行った。その入口境界は角柱設置位置の２Ｂ

上流に、また出口境界は角柱より７Ｂ下流に設置され

ている。境界条件は、入口境界においてはポアズイユ

の完全発達流れ、出口境界では、速度のｘ方向の一階

微分が０とした。さらに、平行平板流路壁では、ノン

スリップ条件より速度成分は０とした。対象とする角

柱の寸法Ｂは、（３／１０）Ｈ、（１／５）Ｈの２種類

とし、角柱の幅Ｂ基準のレイノルズ数 Re は、50～500

まで変化させた。なお、計算に用いた時間ステップ

△t は 1～10－４である。

　次に、流れ場の計算結果を表示するために使用した

粒子軌跡について説明する。粒子軌跡は、次式を積分

することによって、質量０のトレ－サ粒子の運動を記
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述することができる。

　　　　 t)yu(x
dt
dx

，，= 　　　　　　　　 　(18)

　　　　 t)yv(x
dt
dy

，，= 　　　　　　 　　　(19)

　式(18)，(19)の積分方法には高次精度の陽解法である

４次精度ルンゲ・クッタ法を用いた。なお、格子点上

にない速度を知るためには、既存の速度の各格子点を

線型補間した。ここで粒子は、注入場所（計算領域内

の角柱上流部と角柱背後）から、各時間ステップ毎に

次々と新しい粒子を放出していくものとする。

４．結果および考察

　Fig.4 はβ=1/5、Re=40 の場合の流線を示す。この

場合、流れの状態は定常・対称流であるが、Re≧50 に

なると非定常・非対称流へ変化することが確認された。

  Fig.4 Streaklines for steady and symmetric flow

         at Re=40

 先ず、△t および格子数が非定常流れ場に与える影響

を検討するため、Re＝100 の計算結果を基に考察する。

Fig.5 は、縦軸にｘ方向無次元速度ｕ、横軸に無次元時

間 t をとり、△t＝10－４、格子数 100×100 の場合にお

ける２点の速度の時間変化を示す。

   Fig.5  Oscillation of longitudinal velocities in the

          wake region at Re=100

  

　これら２点は、x＝2.5、y＝1.0、－1.0 の位置におけ

る速度変動を表しており、この時間帯では振幅の大き

さ△u はほぼ一定値に達しており、周期的な正弦波状

の速度変動が観察される。また、２点間で位相が 180

度異なっていることから、角柱背後の流れ場は上下で

交互に振動していることが推察できる。この結果を基

にして、計算パラメ－タ（時間ステップ、格子間隔）

による速度変動幅の変化を検討した。

    Fig.6 Relationship between velocity amplitude

        and time step

 Fig.6は、x＝2.5、y＝1.0 における速度変動幅と時間

ステップの関係を示す。△u は、△t に強く依存するが、

△t＝10－４で収束（約 0.27）していることがわかる。

格子数の影響を見ると、格子間隔が小さい程（格子数

が大）、早く一定値に収束し、例えば格子数 100×100

では△t＝10－３で既に収束している。次に、Fig.4の速

度変動から、変動の無次元周期を求め St 数を算出した。

10-4 10-3 10-2 10-1 100
10-1

100

△ｔ

△
ｕ

Re=100，β=1/5
x=2.5，y=1.0

:　grid  50 ×50
:　grid  80 ×80
:　grid 100 ×100

β=1/5，Re=40
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Fig.7　 Relationship between Strouhal number   　

　　　　and time step

　Fig.7はその結果を示す。△t が小さくなると、St 数

は減少する傾向にあり、△t＞10－２では一定値に漸近し

ている。しかし、Fig.5の結果とは異なり、各格子数の

漸近値は異なっている。すなわち、各物理量の計算パ

ラメ－タの依存性は、同じではないことに注意すべき

である。したがって、非定常計算において、正確な解

を得るためには時間ステップに加えて、格子数の影響

を十分に吟味しなければならないことがわかる。

 Fig.8  Relationship between Strouhal number

         and Reynolds number

　Fig.8はRe 数に対する St 数の変化をLiら 1）の計算

結果と合わせて示す。全体的な傾向として、St 数はRe

≦200 まで急激に増加しているが、Re＞200 では減少

している。先に述べたように格子数 80×80 と 100×

100 では大きな差があるが、格子数 100×100 と 120

×120 ではその差がかなり小さくなっており、格子数

は 100×100 より大きくないと、St 数は正確な解が得

られないことがわかる。本計算結果は、Liらの結果と

傾向は一致しているが、定量的には、Re＝100 で 7.5％

の差が見られる。この原因は格子数によるものと考え

られる。

　Fig.9は閉そく比βの影響を検討するため、β＝1/5、

3/10 におけるRe 数に対するSt 数の変化を示す。また

同図には、β＝０におけるSohankar ら 5）の実験結果

も併示している。Re 数の増加に伴う St 数の変化傾向

は、βの値に関わらず、同じである。また、βの増加

に伴い St 数が増加している。これは、βの増加によっ

て、角柱の側面を流れる流体が加速されるためであり、

Davis ら２）の計算結果と一致している。図中には’82

から’98 年の間に報告された実験及び計算結果の値を

＋印で併示した。これらのSt 数はかなり散見しており、

本計算の良否は困難である。そこで本計算より求めた

St 数の妥当性を確認するため可視化実験を行った。

    Fig.9  The effect of blockage ratio on Strouhal

           Number

  Fig.10は実験装置を示す。流路幅Ｈは 10mm、奥行

きＷは 80mm である。角柱の大きさＢは 3mm であり、

角柱を流路幅中央に設置した。

      Fig.10  Experimental apparatus

10-4 10-3 10-2 10-1 100
0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

St

△t

Re=100 ，β=1/5

: grid 50×50
: grid 80×80
: grid 100 ×100

0 200 400 600 800 10000.13

0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

Re

St

β=1/5 ,△t=0.0001
Present work

Li and Humphrey

 : grid 80×80
 : grid 100×100
 : grid 120×120

 : grid 53×64

(1)

0 100 200 300 400 500 6000.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Re

St

grid :  100×100 ,  △t=0.0001

:β=1/5
:β=3/10

Present　work

Sohankar et al
 :β=0

：2D Various
'82－'98

(5)

①

②

③

flow

① Anode

② Cathode

③ DC power supply

H=10mm B=3mm
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　可視化には、電解沈殿法を用いた。すなわち、角柱

表面に導電性塗料（ド－タイトD-550）を塗り、角柱を陽

極、流路の上壁部を陰極として、この間に電圧を印加

したときに陽極近傍に発生する白色の微粒子をトレ－

サとして、流路の側面から撮影を行った。

　Fig.11 は、その際に撮影されたβ＝３／１０、Re＝

100 についてある瞬間の（ａ）可視化写真と（ｂ）計

算結果より算出した流脈線を示す。

    Fig.11 Experimental wake visualizations and

         computed streaklines for β=3/10, Re=100

　両者の比較より、角柱背後に形成される渦の形態は、

よく一致していることがわかる。また、可視化実験で

測定されたカルマン渦の放出周波数を、St 数にしてま

とめた結果を Table１に示す。これより、測定された

St 数は、計算より得た値に比べ、全体的にやや小さい

値を示しているが、Re数が大きくなるにつれて、その

差は小さくなっている。この違いは、流路のスパン方

向の長さが実験では有限であることに影響しているも

のと考えられるが、実験と計算値との一致は、従来の

研究（Fig.9参照）に比べて比較的良好である。

　　Table１．Measured and predicted  Strouhal

             numbers  for β=3/10
　　Re    70   100  150

Measured St  0.146  0.157  0.162

Predicted St  0.156  0.161  0.163

５．結言

　本研究では、角柱を挿入した平行平板流路内のカル

マン渦列に着目し、非定常問題に関する数値的研究の

指針を得るため、２次元数値解析を行った。主要な結

論は次の通りである。

 �各物理量の時間ステップや格子間隔の依存性は

   必ずしも同一ではない。したがって、流れ場の

   非定常現象を正確に予想するためには、時間ス

   テップに加えて格子間隔に十分な吟味をしなけ

   ればならない。

 �計算された St 数は、可視化実験より得られた 値

   と良好に一致する。
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